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Введение

Степень разработанности темы исследования

Наиболее успешной моделью для описания природы частиц является Стан­
дартная модель [1], которая позволяет структурировать взаимодействия и фун­
даментальные частицы [2]. Однако, Стандартная модель не полностью объяс­
няет все явления, в частности, ускоренное расширение и массовый состав Все­
ленной [3; 4]. Первые идеи о необходимости введения дополнительной невиди­
мой компоненты материи во Вселенной возникли в 1930-х годах [5], далее эти
идеи окончательно стали частью фундаментальной физики в 1970-х [6]. Кроме
того, изучение гравитационного линзирования позволило обнаружить дополни­
тельные эффекты, в частности, то что частицы темной материи достаточно
слабо взаимодействуют друг с другом при столкновении двух скоплений [7; 8].
Также, крупномасштабная структура Вселенной [9; 10] и фоновое реликтовое
излучение [11; 12] мотивируют разработку моделей новой физики и позволяют
получить дополнительные ограничения на параметры моделей темной материи.

На текущий момент стандартным способом описания эволюции Вселенной
является модель ΛCDM (Lambda Cold Dark Matter) [13], где рассматривается
холодная темная материя, постулируется космологический принцип о однород­
ности и изотропности Вселенной на больших масштабах [14], а ее ускоренное
расширение описывается космологической постоянной [15]. Также стоит отме­
тить, что модель ΛCDM может быть дополнена теорией инфляции [16—18],
т. е. экспоненциальным расширением Вселенной [19; 20], это позволяет воспро­
извести ее крупномасштабную структуру.

Предположение, что темная материя достигает теплового равновесия с
частицами видимого сектора в ранней Вселенной, позволяет определить харак­
терную область в пространство параметров темной материи. Действительно, в
этом случае можно построить соответствующие кривые реликтовой плотности
темной материи, которые отражают зависимость константы взаимодействия ме­
диатора с частицами стандартной модели от массы медиатора при наблюдае­
мой в настоящий момент плотности темной материи во Вселенной. В частно­
сти, WIMP (Weakly Interacting Massive Particle) с характерными массами вы­
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ше 𝒪(1) ГэВ достаточно сильно ограничены из данных экспериментов по пря­
мому обнаружению [21—23], что мотивирует исследования в области легкой тер­
мальной темной материи, однако, теоретические расчеты ее реликтовой плот­
ности противоречат наблюдениям [24; 25]. Избыточной реликтовой плотности
в сценариях c легкими WIMP можно избежать путем введения нового порталь­
ного взаимодействия, где через медиатор темной материи может происходить
взаимодействие видимого и темного секторов. В частности, в качестве медиа­
торов темной материи используются новые гипотетические массивные частицы
такие как: скаляр [26; 27], вектор [28; 29], псевдоскаляр [30; 31] тензорный ме­
диатор [32; 33] и фермион [34; 35]. Кроме того, также рассматриваются модели
миллизаряженной [36; 37] и дипольной [38; 39] связи, где в качестве медиатора
может выступать фотон Стандартной Модели. Также стоит подчеркнуть, что
отсутствие подавления по скорости в полном сечении 𝑠−волновой аннигиляции
легкой темной материи через медиатор приводит к значительным ограничени­
ям из космического микроволнового излучения [4; 12].

Другой способ возникновения наблюдаемой плотности темной материи
возможен через сценарии с FIMP (Feebly Interacting Massive Particle), где их
начальное количество в ранней Вселенной пренебрежимо мало [40]. В этом слу­
чае плотность частиц темной материи медленно увеличиваться за счет доста­
точно слабых взаимодействий медиаторов с термальной компонентой частиц
Стандартной модели [41]. Отметим, что можно также предположить существо­
вание моделей со сверхтяжелой темной материей, массы которой на несколько
порядков меньше планковской массы. Однако, согласно наблюдаемой плотно­
сти темной материи, данный тип частиц не может иметь термальный контакт с
видимой материей в ранней Вселенной [42]. Кроме того, из-за большого време­
ни жизни таких частиц, обнаружение данного типа темной материи в прямых
экспериментах достаточно осложнено [43; 44]. Также следует отметить, что рас­
пады таких частицы могут объяснить наблюдаемый поток частиц из космоса
со сверхвысокими энергиями [44].

Поиск медиаторов в области масс легкой темной материи в характер­
ном интервале 𝒪(1) МэВ до 𝒪(1) ГэВ хорошо мотивирован для эксперимен­
тов с фиксированной мишенью из-за комбинирования преимуществ высоких
интенсивностей и достаточно большой энергии налетающего на мишень пучка
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заряженных лептонов (𝑙 = 𝑒, 𝜇) [45]. Отметим, что для описания рождения
медиатора темной материи при торможении высокоэнергетического лептона в
поле тяжелого покоящегося ядра удобно использовать приближение Вайцзек­
кера-Вильямса [46—49]. Приближение Вайцзеккера-Вильямса с точностью на
уровне ≲ 𝒪(1)% относительно прямых расчетов на древесном уровне, позво­
ляет описать рождение медиатора на ядре в экспериментах с фиксированной
мишенью [50; 51]. Электромагнитное взаимодействия налетающих частиц с ад­
ронами можно описать с помощью параметризации вершины через форм-фак­
торы ядер [52].

В общем случае, сечение рождения медиатора при рассеянии заряженного
лептона на ядре складывается из упругой и неупругой компоненты сечения [47;
48; 50]. Неупругий вклад пропорционален заряду ядра 𝑍 и подавляется относи­
тельно упругого вклада в 𝑍 раз, т.е. для тяжелых ядер мишени с 𝑍 ∝ 𝒪(100)
неупругим вкладом можно пренебречь [51]. В данном исследовании будет ис­
пользовано приближение Вайцзеккера-Вильямса для вычисления тормозного
сигнала рождения медиаторов, 𝑙 + 𝑁 → 𝑙 + 𝑁 + MED(→ DM + DM)

как в существующих (NA64e и NA64𝜇), так и в планируемых экспериментах с
фиксированной мишенью (LDMX и M3).

Следует также отметить, что при падении высокоэнергетического элек­
трона на мишень, существовует дополнительный канал аннигиляции вторич­
ных позитронов электромагнитного ливня на атомных электронах в темную
материю, 𝑒+𝑒− → MED → DM + DM [53; 54].

Отсутствие сигнала рождения темной материи как в тормозном, так и в
аннигиляционном канале, позволяет получить ограничения на параметры мо­
дели темной материи с медиаторами в существующих экспериментах, либо оце­
нить чувствительность к ее поиску в планируемых установках с фиксированной
мишенью.

Актуальность исследования

При исследовании динамики астрофизических объектов возникли проти­
воречия между наблюдениями и теоретическими предсказаниями их поведения
в гравитационно-обусловленных явлениях. Это расхождение привело к необхо­
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димости разработки сценариев новой физики за рамками Стандартной модели.
Разрешение полученного несоответствия возможно с помощью введения скры­
той доминирующей материальной компоненты Вселенной – темной материи,
идея которой в текущий момент является превалирующей над другими под­
ходами, в частности, модификации ньютоновской теории гравитации. Однако,
поиски частиц темного сектора усложняет то, что темная материя явно проявля­
ет себя только через гравитационные явления на астрофизических масштабах
и, следовательно, для ее описания необходимо построение новых сценариев в
смежных областях, таких как физика элементарных частиц и космология. В
частности, такое положение приводит к тому, что астрофизические свидетель­
ства темной материи дают оценку ее плотности во Вселенной из ее влияния на
видимую материю. Однако, данные наблюдения не фиксируют природу частиц
темной материи. Кроме того, достаточно сильные ограничения для слабовза­
имодействующих массивных частиц в прямых экспериментах в области масс
≳ 𝒪(1) ГэВ приводит к необходимости рассмотрения легкой термальной темной
материи и ее медиаторов для масс ≲ 𝒪(1) ГэВ. Для исследования пространства
параметров таких моделей наиболее чувствительными могут являться экспери­
менты с фиксированной мишенью. Получение ограничений на свойства легкой
термальной темной материи в контексте текущих и планируемых эксперимен­
тов с фиксированной мишенью является значимым и актуальным направлени­
ем фундаментальной физики, а именно Стандартной модели фундаментальных
взаимодействий элементарных частиц и ее расширений, обусловленные пробле­
мой темной материи. Объектом исследования является пространство парамет­
ров темной материи, а предметом исследования рождение медиаторов темной
материи в экспериментах с фиксированной мишенью.

Цели и задачи работы.

Получить ограничения на пространство параметров моделей темной ма­
терии на основе отсутствия сигнальных событий рождения медиаторов темной
материи в экспериментах с фиксированной мишенью. Данная цель разбивается
на следующие задачи.
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1. Получить ограничения на константу взаимодействия лептона и тензор­
ного медиатора при торможении заряженного лептона в поле тяжелых
ядер фиксированной мишени в случае различных моделей форм-фак­
торов [55].

2. Найти ограничения на константу взаимодействия скалярного и тензор­
ного медиаторов с электроном при аннигиляции вторичных позитронов
в мишени для электронного и позитронного первичных пучков для раз­
личных типов темной материи [56].

3. Рассчитать кривые реликтовой плотности для дираковской, майоранов­
ской, скалярной и векторной термальной темной материи в случае ска­
лярного медиатора, взаимодействующего преимущественно с электро­
ном [57].

Методика исследования

При выполнении диссертационной работы использовались методы совре­
менной теоретической физики, в частности, квантовой теории и космологии для
получения сечений соответствующих процессов и для расчета кривых реликто­
вой плотности темной материи. В данной работе используются общепринятая
гипотеза о существовании легкой термальной темной материи и медиаторов
различного спина, которые связывают ее с видимым сектором Стандартной
Модели. На основе предположения об отсутствии сигнальных событий наблю­
дения темной материи в текущих и планируемых экспериментах с фиксиро­
ванной мишенью, получены ограничения на пространство параметров темной
материи и оценена перспектива таких экспериментов обнаружить темную мате­
рию. Результаты, представленные в работе, получены путем численных вычис­
лений и аналитических расчетов сечений с использованием программы Wolfram
Mathematica и ее пакета FeynCalc, соответственно.

Положения, выносимые на защиту

1. Оценена чувствительность планируемых и текущих экспериментов с
фиксированной мишенью в пространстве параметров массы тензорно­
го медиатора темной материи и его константы взаимодействия с лепто­
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ном на основе отсутствия сигнала рождения темной материи при тор­
можении высокоэнергетического заряженного лептона в поле тяжело­
го ядра на установках соответствующего типа. А именно, эксперимент
NA64e при статистике в 5 × 1012 электронов, накопленных на мишени,
позволит исключить дираковскую темную материю для масс медиато­
ра 𝑚G ≲ 3 × 10−1 ГэВ. В свою очередь, эксперимент LDMX позволит
исключить дираковскую темную материи в интервале масс медиато­
ра 𝑚G ≲ 6 × 10−1 ГэВ при накоплении статистики в 1015 электронов,
накопленных на мишени.

2. Показано незначительное влияние моделей параметризации упругих
атомных форм-факторов при расчете сечения рождения медиатора на
ядре в приближении Вайцзеккера-Вильямса. В частности, показано,
что для существующих экспериментов NA64e и NA64𝜇 относительная
разница в сечениях для рассматриваемых моделей упругих атомных
форм-факторов не превышает значения в ≲ 5 %.

3. Для экспериментов NA64e и LDMX получены чувствительности в про­
странсте параметров скалярного и тензорного медиаторов на основе
процессов резонансной аннигиляции вторичных позитронов на атом­
ных электронах мишени для различных типов легкой темной материи.
Соответствующее резонансное усиление чувствительности для NA64e
и LDMX происходит в диапазоне масс 0.23 ГэВ ≲ 𝑚MED ≲ 0.32 ГэВ
и 0.11 ГэВ ≲ 𝑚MED ≲ 0.13 ГэВ, соответственно.

4. Получены характерные кривые реликтовой плотности темной материи
для скалярного медиатора и различных типов легкой термальной тем­
ной материи. Показано, что эксперимент NA64e для текущей стати­
стики в 9.37 × 1011 электронов, накопленных на мишени, позволяет
исключить дираковскую и векторную легкую темную материю.

Научная новизна работы

Научная новизна работы заключается в оценке текущих ограничений для
скалярного и тензорного медиаторов на основе отсутствия сигнала в экспери­
ментах с фиксированной мишенью, в частности.
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1. Впервые получены ограничения на константу взаимодействия тензор­
ного медиатора и заряженного лептона в экспериментах NA64e, NA64𝜇,
LDMX и M3, исходя из отсутствия сигналов рождения медиатора при
рассеянии лептонов на ядрах мишени.

2. Впервые получены ограничения на константу взаимодействия электро­
на и тензорного медиатора в экспериментах NA64e и LDMX для процес­
са аннигиляции вторичных позитронов на атомных электронах мишени
в случае дираковской и скалярной темной материи.

3. Впервые показано, что различные модели параметризации упругих
атомных форм-факторов незначительно влияют на сечение рождение
медиатора темной материи на ядре, посчитанное в приближении Вайц­
зеккера-Вильямса. Как следствие, данные параметризации незначи­
тельно влияют на ограничения в пространстве параметров массы ме­
диатора и его константы связи частицами стандартной модели.

4. Впервые получены кривые реликтовой плотности в случае скалярного
медиатора для дираковской, скалярной и векторной термальной темной
материи.

5. Впервые рассчитаны ограничения на константу взаимодействия скаляр­
ного медиатора и электрона из экспериментов NA64e, LDMX на основе
отсутствия сигнала рождения такого медиатора при рассеянии заря­
женного лептона на ядрах мишени.

Теоретическая и практическая значимость

Полученные результаты имеют важное теоретическое значение для изу­
чения Стандартной модели фундаментальных взаимодействий элементарных
частиц и ее расширений, обусловленных проблемой темной материи. Действи­
тельно, на текущий момент темная материя является превалирующей теорией
для понимания эволюции Вселенной и объяснения ряда существенных проти­
воречий между наблюдениями и предсказаниями. Получение ограничений на
пространство параметров темной материи позволяет приблизиться к понима­
нию ее природы, путем постепенного исключения кандидатов на роль скрытой
материи. В частности, полученные оценки ограничений могут быть использова­
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ны в текущих и планируемых экспериментах с фиксированной мишенью, что
позволяет покрыть значительное пространство параметров легкой термальной
темной материи.

Основные публикации по теме диссертации

1. Voronchikhin I. V., Kirpichnikov D. V. Probing hidden spin-2 mediator of
dark matter with NA64e, LDMX, NA64𝜇, and M3 // Phys. Rev. D. — 2022. —
Т. 106, № 11. — С. 115041. — DOI: 10.1103/PhysRevD.106.115041. — arXiv:
2210.00751 [hep-ph].

2. Voronchikhin I. V., Kirpichnikov D. V. Resonant probing spin-0 and spin-2
dark matter mediators with fixed target experiments // Phys. Rev. D. —
2023. — Т. 107, № 11. — С. 115034. — DOI: 10.1103/PhysRevD.107.115034. —
arXiv: 2304.14052 [hep-ph].

3. Probing hidden sectors with a muon beam: Implication of spin-0 dark
matter mediators for the muon (g-2) anomaly and the validity of the
Weiszäcker-Williams approach / H. Sieber [и др.] // Phys. Rev. D. — 2023. —
Т. 108, № 5. — С. 056018. — DOI: 10.1103/PhysRevD.108.056018. — arXiv:
2305.09015 [hep-ph].

4. Voronchikhin I. V., Kirpichnikov D. V. Probing scalar, Dirac, Majorana, and
vector dark matter through a spin-0 electron-specific mediator at electron
fixed-target experiments // Phys. Rev. D. — 2024. — Т. 109, № 7. —
С. 075012. — DOI: 10 .1103/PhysRevD.109.075012. — arXiv: 2312.15697
[hep-ph].

Степень достоверности. Основные статьи по теме диссертации были
опубликованы в признанных международных изданиях, пройдя процедуру ре­
цензирования. Достоверность результатов диссертационного исследования обу­
славливается использованием в нем апробированных в научной практике мето­
дов теоретической физики, а также их сравнением с уже известными результа­
тами.

Апробация работы. Результаты работы были представлены на:

https://doi.org/10.1103/PhysRevD.106.115041
https://arxiv.org/abs/2210.00751
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.107.115034
https://arxiv.org/abs/2304.14052
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.108.056018
https://arxiv.org/abs/2305.09015
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.109.075012
https://arxiv.org/abs/2312.15697
https://arxiv.org/abs/2312.15697
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1. XXI Международной конференции студентов, аспирантов и моло­
дых ученых «Перспективы развития фундаментальных наук», ТПУ,
24.04.24, г. Томск с темой "Излучение тензорного медиатора темной
материи в экспериментах с фиксированной мишенью".

2. Научных семинарах 08.05.24 в Томском Политехническом Университе­
те и 27.05.24 в Институте Ядерных Исследований РАН c темой диссер­
тационного исследования.

3. Международном совещании от 13.12.22 коллаборации NA64 по теме
"Probing spin-2 DM mediator with NA64e via resonant production 𝑒+𝑒− →
𝐺→ 𝜒𝜒".

Личный вклад автора. Постановка задач и методов реализации осу­
ществлялась автором диссертации совместно с научным руководителем. Все
расчеты в диссертационном исследовании выполнены непосредственно соиска­
телем.

Объем и структура диссертации. Диссертация состоит из введения,
трех глав, заключения и одного приложения. Полный объём диссертации состав­
ляет 117 страниц с 10 рисунками и 0 таблицами. Список литературы содержит
202 наименования.
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Глава 1

Темная материя

Начиная с 1930-х для описания поведения ряда астрофизических наблю­
дений была необходима идея о существовании дополнительной скрытой мате­
рии. Кроме того, предположение о взаимодействии темной материи с частицам
Стандартной модели в ранней Вселенной приводит к тому, что ее пространство
параметров лежит в области чувствительности текущих и планируемых экспе­
риментов. Далее, для исключения моделей темной материи можно использовать
комбинацию отсутствия сигнала в экспериментах и реликтовых кривых темной
материи. Однако, достаточно сильные ограничения в пространстве параметров
тяжелой темной материи приводит к необходимости рассмотрения легкой тем­
ной материи и дополнительного портального взаимодействия.

1.1 Экспериментальные свидетельства

Все экспериментальные свидетельства существования темной материи ос­
нованы на астрофизических гравитационных эффектах, которые невозможно
объяснить используя только видимую материю. В данном разделе описаны ос­
новные экспериментальные наблюдения, на основе которых вводится понятие
темной материи.

1.1.1 Ротационные кривые

При изучении красного смещения в 1931 году Эдвином Хабблом и Мил­
тоном Хьюмасоном был замечен большой разброс скоростей видимых объектов
в астрофизических скоплениях [58]. Однако, анализ астрофизических объектов
в то время осложняется тем, что неизлучающие объекты не поддавались на­
блюдению за исключением их гравитационного влияния на другие объекты в
скоплениях. Развивая проблему разброса скоростей, в 1933 году Фриц Цвик­
ки на основе анализа скопления Кома показал большое расхождение между
массами видимых астрофизических объектов и оценкой их массы на основе из­
меренной скорости, рассматривая галактики как стабильную и изолированную
систему. Полученные результаты приводили к выводу, что для разрешения рас­
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хождения с рассчитанной массовой плотностью и удержания видимой массы в
астрофизических скоплениях необходимо предположить существование огром­
ного количества невидимой или скрытой материи, которая была названа тем­
ной материей [5; 59]. Действительно, предполагая сферически симметричное
распределение 𝑁 астрофизических объектов с одинаковой массой 𝑚, теорема о
вириале для потенциальной энергии, которая задана как 𝑛-степень от расстоя­
ния, и оценка массы скопления 𝑀 = 𝑁𝑚 принимают вид, соответственно [5]:

2 ⟨𝑇 ⟩ = 𝑛 ⟨𝑈⟩ , 𝑀 ∼ (1/𝐺)
⟨︀
𝑣2
⟩︀
/ ⟨1/𝑟⟩ ,

где ⟨1/𝑟⟩ - средний обратный радиус,
⟨︀
𝑣2
⟩︀

- среднее квадрата скорости и 𝐺 - гра­
витационная постоянная. Однако, результаты этой работы не были общепри­
знанными в научной среде тех лет и многими оспаривались [60].

В 1980 году Кент Форд и Вера Рубин опубликовали полученные зависи­
мости скорости вращения звезд от расстояния до соответствующего центра га­
лактики на основе свойств 21 спиральной галактики с широкими диапазонами
массы и светимости. В частности, полученные экспериментальные наблюдения
привели к выводу, что для поддержания высоких скоростей объектов с удале­
нием от центра галактики необходимо соответствующее увеличение массы га­
лактики с удалением от ее центра [6]. Однако, поведение ротационных кривых
противоречит ньютоновской механике, согласно которой скорость объектов в
галактике 𝑣 зависит от радиуса 𝑟 до центра галактики с массой 𝑀 следующим
образом 𝑣 =

√︀
𝐺𝑀/𝑟 т.е. должна убывать с увеличением радиуса. Из вида

ротационных кривых на графике 1.1 следует, что начиная с некоторого рассто­
яния объектов галактики от ее центра скорость можно считать постоянной, что
влечет зависимость массы галактики от расстояния до ее центра как𝑀(𝑟) ∼ 𝑟.

1.1.2 Крупномасштабная структура Вселенной

Выводы на основе анализа ротационных кривых приводят к идее суще­
ствования массивного гало, которое представляет собой распределение темной
материи в аккреционный диске. Действительно, распределение плотности всей
материи в спиральной галактике может быть представлено как сумма состо­
ящего из видимой материи тонкого диска и сферически симметричного гало
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Рисунок 1.1 — Распределение скоростей объектов в галактиках в зависимости
от расстояния до ее центра [6]. Красной линией показано теоретически пред­
сказанное поведение скоростей в галактиках согласно ньютоновской механике
без учета темной материи. Черными линиям соответствуют экспериментально
полученные ротационные кривые.

темной материи [61]. Кроме того, сферическая симметрия распределения тем­
ной материи относительно гравитационного центра является следствием отсут­
ствия диссипативных сил [7; 8; 62]. Масса гало для Млечного пути может быть
оценена как:

𝑀halo(𝑟) = 4𝜋

𝑅halo∫︁
0

𝜌DM(𝑟)𝑟
2𝑑𝑟, 𝜌NFW(𝑟) = 𝜌0

𝑟s
𝑟

(︂
1 +

𝑟

𝑟s

)︂−2
,

где 𝜌NFW(𝑟) - распределение темной материи в модели Наварро-Френка-Уай­
та [63], 𝑟s = 20 кпк ≈ 6.2 × 1021 см - скалярный радиус, 𝜌0 - нормализованная
плотность.

Неравномерность в распределении объектов во Вселенной была замечена
еще в 1932 году [64], хотя на достаточно больших масштабах вселенная выгляде­
ла однородной. При дальнейшем изучении было получено, что Вселенная имеет
кластерную структуру с большими пустотами и для формирования и удержа­
ния массы в ее скоплениях необходима темная материя [8], которая занимает
около 85% от всей плотности материи во Вселенной. Также стоит упомянуть,
что добавление гало темной материи к видимой материи при численном мо­
делировании позволяет объяснить стабильность некоторых галактик [65; 66].
Для проверки предположений о структуре Вселенной используют численное
моделирование, где используется неоднородность в ранней Вселенной для вос­
создания крупномасштабной структуры. Можно предположить, что темная ма­
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терия является горячей, однако на примере нейтрино с массами несколько эВ,
моделирование не совпадает с наблюдаемой крупномасштабной структурой [9].
Однако, использование холодной темной материи при моделировании дает ре­
зультат, который аналогичен c наблюдаемым распределением видимой материи
во Вселенной [10; 67].

1.1.3 Гравитационное линзирование

Темная материя проявляет себя только косвенно через гравитационное
воздействие на видимые астрофизические объекты. Однако, отклонение фото­
нов от прямолинейного распространения в искривлённом гравитационном про­
странстве позволяет анализировать распределение всей материи во Вселенной.
В частности, при достаточной массе скопления астрофизических объектов мо­
жет происходить эффект гравитационного линзирования, который по проявле­
нию схож с оптическим эффектом. Также стоит упомянуть, что гравитационная
линза является нечувствительной к природе частиц темной материи и, в отли­
чие от оптической линзы, не имеет фокусной точки, но при этом у нее есть
фокальная линия. Впервые гравитационное линзирование наблюдали в 1919 го­
ду во время солнечного затмения в скоплении Гиады, которое стало первым
экспериментальным подтверждением общей теории относительности [68; 69].

Дальнейшим развитием экспериментальных свидетельств темной материи
стала идея Фрица Цвикки, что гравитационное линзирование может возникать
не только на солнце, но и на любом астрофизическом скоплении с необходимой
массой [59]. Однако, в тот момент, когда была выдвинута эта идея, технических
возможностей для наблюдения этого эффекта было недостаточно. В настоящий
момент, гравитационное линзирование является наиболее универсальным мето­
дом для анализа распределения массы во Вселенной [70], что позволяет постро­
ить соответствующую карту распределения массы во Вселенной и получить ее
крупномасштабную структуру.

Сильное гравитационное линзирование представляет собой случай, когда
массы астрофизического скопления достаточно для создания нескольких изоб­
ражений одного и того же источника позади скопления с точки зрения наблюда­
теля. В момент, когда источник находится прямо позади массивного скопления
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относительно наблюдателя, возникает эффект колец Эйнштейна, который ха­
рактеризуется углом Эйнштейна 𝜃𝐸 в радианах следующим образом [71]:

𝜃E =
√︀
2𝑟S𝐷LS/

√︀
𝐷𝑆𝐷𝐿 ∼

√
𝑀, 𝐷 = 𝑥/𝜃, 𝑟S = 2𝐺𝑀/𝑐2,

где 𝑥 - физический диаметр объекта, 𝜃 = 2arctan(𝑥/(2𝐷)) ∼ 𝑥/𝐷 - угловой
диаметр объекта, 𝐷S, 𝐷L - расстояние по угловому диаметру для до источника
и линзы соответственно, 𝐷LS - расстояние по угловому диаметру между линзой
и источником, 𝑟S - радиус Шварцшильда [72], 𝑀 - масса скопления, которое
создает эффект сильного гравитационного линзирования. Из выражения для
угла Эйнштейна видно, что эффект сильного гравитационного линзирования
позволят измерять массу массивных скоплений. Первая сильная гравитацион­
ная линза была обнаружена в 1979 году с помощью радиотелескопа, где два
квазара были на малом угловом расстоянии друг от друга с одинаковым крас­
ным смещением и спектром поглощения [73]. Улучшение технического оснаще­
ния в космических и наземных телескопах для астрофизических наблюдений
позволило обнаружить эффект гравитационного линзирования для множества
скоплений и определить их массу.

Далее, слабое гравитационное линзирование представляет собой эффект
действия массивного скопления на расстоянии, при котором фотоны все еще
отклоняются, но для проявления сильного линзирования недостаточно массы
скопления. Большинство объектов во вселенной не подвергаются сильному гра­
витационному линзированию, вдали от ядра или скопления галактик свет очень
слабо отклоняется от прямолинейного распространения. Однако, при слабом
линзировании возникает сдвиг, который меняет наблюдаемую форму астрофи­
зических объектов. Хотя эффект искажения для индивидуальных астрофизиче­
ских объектов может быть незаметен, для обнаружения слабого линзирования
можно использовать анализ большого количества объектов, находящихся ря­
дом [74; 75]. Практически, слабое линзирование проявляет себя как некоторое
выделенное направление вытянутости наблюдаемой формы астрофизических
объектов, где двухмерность наблюдаемой картины дополняют расстоянием на
основе измерения красного смещения от видимых объектов.
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Также существует эффект гравитационного микролинзирования, при ко­
тором излучающие объекты становятся ярче в результате движения гравита­
ционной линзы перед источником. Действительно, данный эффект дает важ­
ное следствие, что максимальная масса локальных сгустков темной материи не
превышает массы нескольких порядков массы Луны [76]. В частности, данный
эффект дает ограничения на использование первичных черных дыр как кан­
дидатов на роль темной материи [77—79]. Однако, этот эффект осложняется
непостоянством светимости некоторых типов звезд.

Эффект гравитационного линзирования проявляется для объектов с мас­
сой видимой материи, которой недостаточно для проявления этого эффекта, что
указывает на присутствие темной материи. В частности, очень важным аргу­
ментом существования темной материи является скопление Пуля (1𝐸0657−56),
которое состоит из двух групп галактик после их столкновения. Видимую мате­
рию в скоплении наблюдали с помощью рентгеновского излучения [7], а распре­
деление массы всей материи получили на основе карты слабого гравитацион­
ного линзирования [8]. На фигуре 1.2 представлено составное изображение на
основе измерений рентгеновского излучения и масс, откуда видно, что наиболь­
шая плотность массы сосредоточена в областях, где нет видимой материи. Еще

Рисунок 1.2 — Составное изображение скопления Пуля (1𝐸0657−56). Цветовой
схемой обозначена катрах рентгеновского излучения от скопления [7]. Изолини­
ями обозначено распределение масс в скоплении, которое получено на основе
слабого линзирования [8]

одним важным следствием анализа скопления Пуля является ограничение на
столкновение темной материи самой с собой, поскольку массовые центры столк­
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нувшихся галактик не сильно деформированы. В частности, соответствующие
ограничения на самовзаимодействие темной материи на основе анализа формы
кластера Пули принимают вид [62]:

𝜎self/𝑚DM < 10−24см2ГэВ−1.

Стоит упомянуть, что модифицированная теория гравитации может объяснить
некоторые свидетельства темной материи [80; 81]. Однако, поведение темной
материи кластера Пуля, в котором эффект слабого линзирования явно оказы­
вается не привязан к видимой материи, сильно затрудняет подход модификации
теории гравитации [8; 81].

1.1.4 Космическое микроволновое излучение

Предсказание о космическом микроволновом излучении было сделано в
рамках изучения нуклеосинтеза в ранней Вселенной [82—84], обнаружение ко­
торого стало важным подтверждением следствия теории Большого взрыва [85].
При значении красного смещения 𝑧 = 1090 наступает эпоха рекомбинации, в
которой происходит связывание электронов и протонов из первичной плазмы
и, следовательно, космическая среда становится прозрачной для фотонов [86].
В обсерватории COBE (COsmic Background Explorer) было показано, что для
космического фонового излучения анизотропия составляет 𝛿𝑇/𝑇 ≈ 10−5 из-за
неравномерного распределения вещества в эпоху рекомбинации [87]. Также, по­
лученная анизотропия была подтверждена в эксперимента WMAP (Wilkinson
Microwave Anisotropy Probe) [88]. Действительно, флуктуации в барионной пер­
вичной плазме приводят к неравномерной плотности вещества, которая усили­
ваются гравитационным притяжением и ослабляются радиационным давлени­
ем, что приводит к барионным акустическим колебаниям в первичной плаз­
ме [89; 90]. Далее, анализируя двухточечную корреляционную функцию, для
реликтового фонового излучения можно показать чувствительность поляриза­
ционного спектра для излучения к плотностям различных компонент Вселен­
ной [11; 91].

Наблюдаемая анизотропия космического микроволнового излучения явля­
ется чувствительной к инжекции дополнительной энергии в первичную плазму
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ранней Вселенной. В частности, аннигиляция в видимый сектор темной ма­
терии в момент эпохи рекомбинации приводит к дополнительным ионизации
и нагреву первичной плазмы [92]. Таким образом, наблюдаемая анизотропия
фонового микроволнового излучения ограничивает термально усредненное се­
чение из влияния темной материи, сечение которой не подавлено по скорости,
на первичную плазму как [4; 12; 93]:

⟨𝜎𝑣⟩CMB ≲
3.6× 10−27см3с−1

𝑓(𝑧,𝑚DM)

(︁ 𝑚DM

1 ГэВ

)︁
,

где 𝑓(𝑧,𝑚DM) - эффективная доля энергии, которая инжектируется при анни­
гиляции темной материи и поглощается первичной плазмой; 𝑧 - красное сме­
щение и подразумевается отсутствие подавления сечения 𝜎 по скорости частиц
темной материи. Однако, для оценки ограничений можно пренебречь зависимо­
стью 𝑓(𝑧,𝑚DM) от красного смещения 𝑧, что подразумевает поглощение всей
инжектированной энергии галактической средой с заданной эффективностью
𝑓(𝑧) ≃ 𝑓eff(𝑚DM) [4; 92; 94]. Кроме того, в случае рассмотрения масс лег­
кой темной материи и электронспецифического медиатора можно положить
𝑓eff(𝑚DM) ≃ 1 [95].

В случае легкой термальной темной материи отсутствие подавления по
скорости для механизма истощения через медиатор может привести к проти­
воречию с наблюдаемым спектром космического фонового излучения [4]. Для
того чтобы избежать инжектированная дополнительной энергии в эпоху реком­
бинации, можно рассмотреть асимметрию для масс частиц и античастиц тем­
ной материи. В этом случае частицы неэластичной темной материи переходят
до эпохи рекомбинации в состояние с наименьшей массой, которое и форми­
рует наблюдаемую реликтовую плотность темной материи. Действительно, до­
статочно большие значения для расщепления масс подавляют основной канал
истощения и позволяют избежать ограничений из спектра космического излуче­
ния на темную материю, аннигилирующую в s-волну [96]. Кроме того, процессы
коаннигиляции с частицами видимой материи переводят термально усреднен­
ное сечение рассеяния в эффективное, в котором учитываются возникающие
дополнительные каналы и расщепление масс [97].
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1.2 Современное космологическое представление

Для описания поведения материи в общей теории относительности исполь­
зуется действие Эйнштейна-Гильберта с дополнительными слагаемыми ℒM, ко­
торое описывает материю, и космологической постоянной Λ [15] в следующей
форме:

𝑆 ⊃
∫︁
𝑑𝑥4
√
−𝑔
(︂

1

2𝜅
(𝑅− 2Λ) + ℒM

)︂
, (1.1)

где 𝑔𝜇𝜈 - метрика, 𝑔 = det(𝑔𝜇𝜈); 𝐺 - гравитационная постоянная; тензор Риччи:

𝑅𝜇𝜈 = 𝜕𝜆Γ
𝜆
𝜇𝜈 − 𝜕𝜈Γ𝜆𝜇𝜆 + Γ𝜆𝜆𝜌Γ

𝜌
𝜇𝜈 − Γ𝜌𝜇𝜆Γ

𝜆
𝜈𝜌;

𝑅 = 𝑔𝜇𝜈𝑅𝜇𝜈 - скаляр Риччи; Γ𝜆𝜇𝜈 - аффинная связность и 𝜅 = 8𝜋𝐺. Варьируя
по метрике действие выше и полагая 𝛿𝑆 = 0, получим уравнение Эйнштейна
и симметризованный тензора энергии-импульса (ТЭИ) в виде, соответственно:

𝑅𝜇𝜈 − (1/2)𝑅𝑔𝜇𝜈 = 𝜅𝑇𝜇𝜈 + Λ𝑔𝜇𝜈, 𝑇𝜇𝜈 = −2
𝛿ℒM

𝛿𝑔𝜇𝜈
+ 𝑔𝜇𝜈ℒM.

Приведенное выше уравнение Эйнштейна связывает геометрию пространства
с материальным содержимым в ней. Далее, положив линейную зависимость
плотности лагранжиана для материи от плотности энергии как ℒM = −𝜀,
получим ТЭИ для идеальной жидкости [98; 99]:

𝑇𝜇𝜈 = (𝜀+ 𝑃 )𝑢𝜇𝑢𝜈 + 𝑃𝑔𝜇𝜈, (1.2)

где 𝑢𝜇 - 4-скорость; 𝜀 и 𝑃 - суммы всех вкладов в плотности энергии и в давления
Вселенной.

1.2.1 Уравнение Фридмана

Предположение об однородности и изотропности Вселенной, которые под­
тверждаются малой анизотропией космического фонового излучения [4], и рас­
ширении Вселенной по закону Хаббла [3] формируют космологический прин­
цип [14]. Данным условиям в общем виде удовлетворяет метрика Фридмана,
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которая выражается следующим образом [100]:

𝑔𝜇𝜈 = (1,−𝑎2(𝑡)𝛾𝑖𝑗), 𝑔𝜇𝜈 = (1,−1/𝑎2(𝑡)𝛾𝑖𝑗), 𝑑𝑠2 = 𝑑𝑡2 − 𝑎2(𝑡)𝛾𝑖𝑗𝑑𝑥𝑖𝑑𝑥𝑗,

где 𝛾𝑖𝑗 - однородная и изотропная метрика; 𝑎(𝑡) - масштабный фактор, характе­
ризующий расширение Вселенной. Однородную и изотропную метрику можно
записать в следующей форме [101—104]:

𝛾𝑖𝑗 =

(︂
𝑅2

1− 𝑘𝑟2
, 𝑅2𝑟2, 𝑅2𝑟2 sin2(𝜃)

)︂
,

где 𝑘 = 0, 1, −1 - плоскость, 3-сфера (закрытая) и 3-гиперболоид (откры­
тая), соответственно и использованы координаты (𝜒, 𝜃, 𝜑) с 𝑟 = sin(𝜒) для
3-сферы заданного радиуса 𝑅, 𝑟 = sinh(𝜒) для 3-гиперболоида с заданными
полуосями 𝑅 и 𝑟 = 𝜒 для метрики Минковского в сферических координатах.
Для введенной метрики символы Кристоффеля примут вид:

Γ𝜇𝛼𝛽 =
𝑔𝜇𝜎

2
(𝜕𝛼𝑔𝜎𝛽 + 𝜕𝛽𝑔𝜎𝛼 − 𝜕𝜎𝑔𝛼𝛽), Γ𝜇𝛼𝛽 = Γ𝜇𝛽𝛼, (1.3)

Γ0
00 = 0, Γ0

0𝑖 = 0, Γ0
𝑖𝑗 = −𝐻(𝑡)𝑔𝑖𝑗, Γ𝑖0𝑗 = 𝐻(𝑡)𝛿𝑖𝑗, 𝑖, 𝑗 = 1, 3,

где 𝐻(𝑡) = 𝑎̇(𝑡)/𝑎(𝑡) - параметр Хаббла [3; 4], который характеризует скорость
расширения Вселенной.

Далее, используя метрику Фридмана, получим выражение для ненулевых
компонент тензора Риччи и скаляра Риччи, соответственно:

𝑅00 = −
𝑎̈

𝑎
, 𝑅𝑖𝑗 = −

(︃
𝑎̈

𝑎
+ 2

(︂
𝑎̇

𝑎

)︂2

+ 2
𝑘

𝑎2

)︃
𝑔𝑖𝑗, 𝑅 = −6

(︃
𝑎̈

𝑎
+

(︂
𝑎̇

𝑎

)︂2

+
𝑘

𝑎2

)︃
.

С учетом выражений 𝑇 0
0 = 𝜀 и 𝑇 𝑖𝑖 = −𝑃𝛿𝑖𝑗, уравнения Фридмана принимаю

вид: (︂
𝑎̇

𝑎

)︂2

=
8𝜋𝐺

3
𝜀− 𝑘

𝑎2
+

Λ

3
,

𝑎̈

𝑎
= −4𝜋𝐺

3
(𝜀+ 3𝑃 ) +

Λ

3
,

которое позволяет описать эволюцию масштабного фактора во времени.
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Используя параметр плотности Ω𝑖 = 𝜀𝑖/𝜀𝑐𝑟, получим первое уравнение
Фридмана в виде:

𝐻2

𝐻2
0

= Ωr

(︁𝑎0
𝑎

)︁4
+ Ωm

(︁𝑎0
𝑎

)︁3
+ Ωk

(︁𝑎0
𝑎

)︁2
+ ΩΛ, (1.4)

Ωk = −
𝑘

(𝐻0𝑎0)2
, ΩΛ =

Λ

3𝐻2
0

, 𝜀cr =
3𝐻2

0

(8𝜋𝐺)
,

где 𝜀cr - критическая плотность энергии, т.е. плотность в случае плоской Вселен­
ной; 𝐻0, 𝑎0 - значения параметра Хаббла и масштабного фактора на текущий
момент времени; Ωr, Ωm, Ωk, ΩΛ - параметры плотности излучения, материи,
кривизны и темной энергии, соответственно. Согласно современным наблюде­
ниям [4]:

|Ωk| < 0.01, Ωr = 9.4× 10−5, Ωb = 0.05, Ωc = 0.27, ΩΛ = 0.68, (1.5)

где Ωm = Ωb + Ωc; Ωb, Ωc - плотности всей, видимой и холодной темной
материи, соответственно, и использовано 𝜀 ∼ 𝑎−3 в случае материи (нереля­
тивистский случай), 𝜀 ∼ 𝑎−4 в случае излучения (релятивистский случай),
справедливость которых можно увидеть в разделе 1.2.2. Из уравнения (1.4)
видно, что на первых этапах доминировало излучение, далее материя, а на те­
кущем этапе начинает доминировать темная энергия. Кроме того, принимая во
внимание малое значение Ωk, можно считать, что Вселенная является плоской.

1.2.2 Термодинамические параметры и
эффективные степени свободы

Из-за большого числа степеней свободы системы возникают статистиче­
ские закономерности, которые позволяют описать систему независимо от пове­
дения отдельных частиц. В частности, для описания используется функция рас­
пределения, которая для 𝑖-ого типа частиц с импульсом 𝑝𝑖 = (𝐸𝑖,𝑝𝑖) в термо­
динамическом равновесии при температуре 𝑇𝑖 принимает следующий вид [105]:

𝑓𝑖(𝑇𝑖, 𝐸𝑖) = 𝑔𝑖

(︁
𝑒(𝐸𝑖−𝜇𝑖)/𝑇𝑖 + 𝜂𝑖

)︁−1
≈ 𝑔𝑖

(︁
𝑒𝐸𝑖/𝑇𝑖 + 𝜂𝑖

)︁−1
,
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где 𝑔𝑖 - внутренние степени свободы; 𝜂𝑖 = 1, −1, 0 - статистика Ферми-Дира­
ка, Бозе-Эйнштейна и Максвелла-Больцмана, соответственно, и 𝜇𝑖 - химический
потенциал. Далее, макроскопические параметры для 𝑖-ого типа частиц прини­
мают соответствующее выражения [106]:

𝑛𝑖 =

∫︁
𝑓𝑖(𝑇𝑖, 𝐸)

𝑑3𝑝

(2𝜋)3
=

𝑔𝑖
2𝜋2

𝑇 3
𝑖 𝐼(𝑥𝑖, 𝜂𝑖), 𝑃𝑖 =

∫︁
𝑝2

3𝐸
𝑓𝑖(𝑇𝑖, 𝐸)

𝑑3𝑝

(2𝜋)3
,

𝜀𝑖 =

∫︁
𝐸𝑓𝑖(𝑇𝑖, 𝐸)

𝑑3𝑝

(2𝜋)3
=

𝑔𝑖
2𝜋2

𝑇 4
𝑖 𝐽(𝑥𝑖, 𝜂𝑖), 𝑠𝑖 =

𝜀𝑖 + 𝑃𝑖
𝑇𝑖

, (1.6)

где 𝜉 = 𝑝𝑖/𝑇𝑖; 𝑥𝑖 = 𝑚𝑖/𝑇𝑖; 𝑛𝑖 - плотность частиц; 𝜀𝑖 - плотности энергии;
𝑃𝑖 - давление; 𝑠𝑖 - плотность энтропии и использованы обозначения:

𝐼(𝑥𝑖, 𝜂𝑖) =

∞∫︁
0

𝜉2𝑑𝜉

exp
(︁√︀

𝜉2 + 𝑥2𝑖

)︁
+ 𝜂𝑖

, 𝐽(𝑥𝑖, 𝜂𝑖) =

∞∫︁
0

𝜉2
√︀
𝜉2 + 𝑥2𝑖𝑑𝜉

exp
(︁√︀

𝜉2 + 𝑥2𝑖

)︁
+ 𝜂𝑖

.

Для дальнейших вычислений макроскопических параметров в различных
приближениях будут полезны интегральные представления дзета-функции Ри­
мана 𝜁(𝑠) и гамма-функции Эйлера Γ(𝑛) [107]:

𝜁(𝑠) =
1

Γ(𝑠)

∞∫︁
0

𝑥𝑠−1𝑑𝑥

𝑒𝑥 − 1
=

1

1− 21−𝑠
1

Γ(𝑠)

∞∫︁
0

𝑥𝑠−1𝑑𝑥

𝑒𝑥 + 1
, Γ

(︂
𝑛+ 1

2

)︂
=

∞∫︁
0

𝑥𝑛𝑒−𝑥
2

𝑑𝑥.

Термодинамические параметры темной материи

Далее, используя статистику Ферми-Дирака в случае горячей темной ма­
терии, для которой справедливо 𝐸 ≈ 𝑝 и 𝑚𝑗 ≪ 𝑇𝑗, термодинамические
параметры выражаются образом:

𝑛𝑖 ≈
𝑔𝑖
2𝜋2

𝑇 3
𝑖 𝐼(0, 𝜂𝑖) = (3/4)𝜁(3)

𝑔𝑖
𝜋2
𝑇 3
𝑖 , 𝜀𝑖 ≈

𝑔𝑖
2𝜋2

𝑇 3
𝑖 𝐽(0, 𝜂𝑖) = (7/8)𝑔𝑖

𝜋2

30
𝑇 4
𝑖 ,

𝑃𝑖 ≈
1

3
𝜀𝑖, 𝑠𝑖 ≈

4𝜀𝑖
3𝑇𝑖

= (7/8)𝑔𝑖
2𝜋2

45
𝑇 3
𝑖 , (1.7)

где 𝑇𝑗 - температура отщепления 𝑗-ого типа частиц (𝑇𝑗 < 𝑇𝑖); 𝜁(3) - постоянная
Апери; 𝜁(4) = 𝜋4/90. Для статистики Бозе-Эйнштейна необходимо заменить
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фермионные префакторы (3/4) → 1 для плотности частиц и (7/8) → 1 для
плотности энергии.

Аналогично, для холодной темной материи выполняется соотноше­
ние 𝑚𝑗 ≫ 𝑇𝑗, тогда макроскопические параметры можно записать в следу­
ющем виде:

𝑛𝑖 ≈ 𝑔𝑖

(︂
𝑚𝑖𝑇𝑖
2𝜋

)︂3/2

𝑒−𝑚𝑖/𝑇𝑖, 𝜀𝑖 ≈ 𝑚𝑖𝑛𝑖 +
3

2
𝑛𝑖𝑇𝑖 ≈ 𝑚𝑖𝑛𝑖, 𝑃𝑖 ≈ 𝑛𝑖𝑇𝑖, (1.8)

где справедливо exp(𝐸𝑖/𝑇𝑖) ≫ 𝜂𝑖 т.е. использована статистика Максвелла­
Больцмана и учтены выражения:

𝐼(𝑥, 𝜂𝑖) ≈
∞∫︁
0

𝜉2𝑑𝜉

exp (𝑥+ 𝜉2/(2𝑥))
=

√
𝜋

2
(2𝑥)3/2𝑒−𝑥,

𝐽(𝑥, 𝜂𝑖) ≈
∞∫︁
0

𝜉2
(︀
𝑥+ 𝜉2/(2𝑥)

)︀
𝑑𝜉

exp (𝑥+ 𝜉2/(2𝑥))
=

√
𝜋

2
(2𝑥)3/2

(︂
𝑥+

3

2

)︂
𝑒−𝑥,

Откуда видно, что связь давления, плотности частиц и температуры представ­
ляет собой классическое уравнение Менделеева-Клапейрона для идеального га­
за, а для давления и плотности энергии справедливо 𝑃𝑖/𝜀𝑖 ≪ 1.

Степени свободы плотностей энергии и энтропии

Следующим этапом, суммируя по всем типам частиц для горячей первич­
ной плазмы при температуре 𝑇 в ранней Вселенной, получим полные плотности
энергии и энтропии в виде, соответственно:

𝜀 =
∑︁
𝑖

𝜀𝑖 = 𝑔*𝜀(𝑇 )
𝜋2

30
𝑇 4, 𝑠 =

∑︁
𝑖

𝑠𝑖 = 𝑔*𝑠(𝑇 )
2𝜋2

45
𝑇 3, (1.9)

где число эффективных степеней свободы для плотностей энергии и энтропии
принимают следующие выражения, соответственно:

𝑔*𝜀(𝑇 ) = 𝑔th* (𝑇 ) + 𝑔dec*𝜀 (𝑇 ), 𝑔*𝑠(𝑇 ) = 𝑔th* (𝑇 ) + 𝑔dec*𝑠 (𝑇 ), (1.10)
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степени свободы в термодинамическом равновесии для всех типов частиц:

𝑔th* (𝑇 ) =
∑︁
boson

𝑔𝑗𝜃(𝑇 − 𝑇𝑗) + 7/8
∑︁

fermion

𝑔𝑗𝜃(𝑇 − 𝑇𝑗),

и после отщепления для плотностей энергии и энтропии в виде, соответственно:

𝑔dec*𝜀 (𝑇 ) =
∑︁
boson

𝑔𝑗

(︂
𝑇𝑗
𝑇

)︂4

𝜃(𝑇𝑗 − 𝑇 ) + 7/8
∑︁

fermion

𝑔𝑗

(︂
𝑇𝑗
𝑇

)︂4

𝜃(𝑇𝑗 − 𝑇 ),

𝑔dec*𝑠 (𝑇 ) =
∑︁
boson

𝑔𝑗

(︂
𝑇𝑗
𝑇

)︂3

𝜃(𝑇𝑗 − 𝑇 ) + 7/8
∑︁

fermion

𝑔𝑗

(︂
𝑇𝑗
𝑇

)︂3

𝜃(𝑇𝑗 − 𝑇 ),

𝑇𝑗 - температура отщепления 𝑗-ого типа частиц. Явный вид зависимости эф­
фективных степеней свободы от температуры для частиц Стандартной модели
может быть найден в работе [106]. Далее, кратко приведем основные этапы
термальной истории Вселенной для частиц Стандартной модели. При темпера­
туре 𝑇 выше 𝑣

EW
≃ 246 ГэВ все частицы находятся в термодинамическом рав­

новесии и 𝑔*𝜀(𝑇 ) = 𝑔*𝑠(𝑇 ) = 106.75. Также стоит отметить, что при 𝑇 ≳ 𝑚𝑒

для степеней свободы справедливо 𝑔*𝜀(𝑇 ) ≈ 𝑔*𝑠(𝑇 ). Первое падение значения
числа эффективных степеней свободы возникает при уменьшении температу­
ры 𝑇 от 𝑚𝑡 ≃ 173 ГэВ до 20 ГэВ в связи c отделением бозонов слабого вза­
имодействия и t-кварка. Далее, происходит связывание кварков и глюонов и,
следовательно, резкое падение числа эффективных степеней свободы от ΛQCD

до 𝑚𝑏 = 4.7 ГэВ, где ΛQCD ≃ 200 МэВ - энергетическая шкала сильных
взаимодействий. Действительно, на кварки и глюоны приходится наибольшее
число степеней свободы. Также, небольшое падение значения числа эффектив­
ных степеней свободы происходит при температурах 𝑇 ниже масс электрона
и мюона, при которой соответствующие частицы отщепляются из термальной
ванны. При уменьшении температуры фотонов ниже массы электрона, т.е. ко­
гда все частицы отделились, 𝑔*𝜀(𝑇 ) уменьшается до 3.36, а 𝑔*𝑠(𝑇 ) до 3.94. При
достижении значений температуры 𝑇 ≲ 1 кэВ начинается первичный нукле­
осинтез. При температуре 𝑇 ≃ 0.4 эВ Вселенная становится прозрачной для
фотонов, что приводит к возникновению космического фонового излучения [42;
106].
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Связь полной плотности энергии и масштабного фактора

Далее, фиксируя 𝜇 = 0 в тождестве Бъянки Δ𝜈𝑇
𝜇𝜈 = 0 для тензора

энергии-импульса (1.2), получим уравнение непрерывности 𝜀̇ + 3𝐻(𝜀 + 𝑃 ) = 0.
Также, с учетом выражений излучения (1.7), материи (1.8) и 𝜀 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 для
темной энергии, получим зависимость плотности энергии и давления от мас­
штабного фактора как, соответственно:

𝜀 ∼ 𝑎−3(1+𝜔), 𝑃 ∼ 𝜔𝜀,

где 𝜔 = 0 в случае материи, 𝜔 = 1/3 для излучения, 𝜔 = −1 в случае
темной энергии. Откуда видно, что темная энергия обладает отрицательным
давлением.

Связь времени и температуры

Предполагая термодинамическое равновесие в первичной плазме ранней
Вселенной, из второго закона термодинамики в следующем виде:

𝑑𝜀 = 𝑇𝑑𝑠+ (𝑇𝑠− 𝑃 − 𝜀)𝑑𝑉/𝑉,

и уравнения непрерывности получим уравнение на плотность энтропии, закон
сохранения полной энтропии и связь постоянной Хаббла с температурой, соот­
ветственно:

𝑠̇+ 3𝐻𝑠 = 0, 𝑔*𝑠𝑇
3𝑎3 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, 𝐻(𝑡) = − 1

𝑇

𝑑𝑇

𝑑𝑡
, (1.11)

где было предположена независимость числа эффективных степеней свободы от
температуры. С учетом уравнения Фридмана (1.4), постоянная Хаббла связана
с параметром 𝑥 как [108]:

𝐻(𝑡) =

√︂
8𝜋𝐺

3
𝜀 =

𝜋

3

√︂
𝑔*𝜀
10

𝑇 2

𝑀𝑃𝑙
=
𝐻(𝑚)

𝑥2
, (1.12)
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где 𝑥 = 𝑚/𝑇 , 𝐺 - гравитационная постоянная, 𝑀𝑃𝑙 =
√︀
1/(8𝜋𝐺) - редуциро­

ванная масса Планка и использовано обозначение:

𝐻(𝑚) =
𝜋

3

√︂
𝑔*𝜀
10

𝑚2

𝑀𝑃𝑙
≈ 0.331 𝑔1/2*𝜀

𝑚2

𝑀𝑃𝑙
. (1.13)

В результате, принимая во внимание следствие сохранения полной энтро­
пии (1.11), получим временную зависимость:

− 1

𝑇

𝑑𝑇

𝑑𝑡
= 𝑇 2𝐻(𝑚)

𝑚2
⇒ 𝑡 =

𝑥2

2𝐻(𝑚)
≈ 1.51𝑔−1/2*𝜀

𝑀𝑃𝑙

𝑚2
𝑥2, 𝑡 ∼ 𝑇−2. (1.14)

Полученное соотношение выше позволяет далее перейти в уравнениях от вре­
менной зависимости к температурной.

1.2.3 Термальная история темной материи

Уравнение Больцмана

Уравнение Больцмана в общей теории относительности для плотности рас­
пределения 𝑓 принимает вид:

̂︀𝐿[𝑓 ] = ̂︀𝐶[𝑓 ], ̂︀𝐿[𝑓 ] = 𝑝𝜇
𝜕𝑓

𝜕𝑥𝜇
− Γ𝜇𝛼𝛽𝑝

𝛼𝑝𝛽
𝜕𝑓

𝜕𝑝𝜇
,

где ̂︀𝐿[𝑓 ] - оператор Лиувилля, характеризующий скорость изменения во време­
ни плотности фазового пространства [105]; ̂︀𝐶[𝑓 ] - оператор столкновений, кото­
рый описывает изменение числа частиц в единицу времени [109; 110]; Γ𝜇𝛼𝛽 - сим­
волы Кристоффеля (1.3).

Операторы столкновения и Лиувилля

Из космологического принципа следует независимость функции распреде­
ления от координат и направления импульса частиц, т.е. 𝑓(𝑡, 𝐸), тогда в метрике
Фридмана оператор Лиувилля примет вид:

̂︀𝐿[𝑓 ] = 𝐸
𝜕𝑓

𝜕𝑡
−𝐻(𝑡)|𝑝|2 𝜕𝑓

𝜕𝐸
,
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Также, интегрируя оператор Лиувилля по лоренц - инвариантному объемом 𝑑Π,
получим: ∫︁ ̂︀𝐿[𝑓 ]𝑑Π = 𝑛̇+ 3𝐻(𝑡)𝑛, 𝑑Π = 𝑔

𝑑𝑝3

(2𝜋)3
1

2𝐸
,

где 𝑛 - плотность частиц; 𝑔 - количество внутренних степеней свободы частицы
и 3𝐻(𝑡)𝑛 характеризует изменение плотности частиц в связи с расширением.
Кроме того, при этом учтено, что функция распределения для |𝑝| → ∞ рав­
на нулю из-за отсутствия частиц с бесконечным импульсом, а при |𝑝| = 0

принимает конечное значение, и предположена равномерная сходимость инте­
грала от функции распределения при переносе производной по времени за знак
интеграла.

Взаимодействие между тремя и более частицами маловероятно, поэтому
оператор столкновений можно представить в виде [111]:

̂︀𝐶[𝑓 ] = ∫︁ 𝜔(𝑓 ; 𝑖)(𝑓(𝑡,Π3)𝑓(𝑡,Π4)− 𝑓(𝑡,Π1)𝑓(𝑡,Π2))𝑑Π1𝑑Π2𝑑Π3𝑑Π4, (1.15)

где данное выражение написано с учетом того, что в первом порядке теории воз­
мущений слагаемым связанным с запертом Паули и вынужденным излучением
можно пренебречь и положить 1 ± 𝑓 ≈ 1.

Далее, для реакции 2 → 2 можно написать сечение рассеяния в виде:

𝜎12→34 =
1

4𝑔3𝑔4𝐼

∫︁
𝑑Π3𝑑Π4(2𝜋)

4𝛿4(𝑝1 + 𝑝2 → 𝑝3 + 𝑝4)|ℳ1+2→3+4|2, (1.16)

где интегрирование идет по конечным состояниям и 𝐼 - инвариант Меллера для
начальных частиц [112]:

𝐼 =
√︁
(𝑝1, 𝑝2)2 −𝑚2

1𝑚
2
2 = 1/2

√︁
𝜆(𝑠,𝑚2

1,𝑚
2
2) = 𝐸1𝐸2

√︁
(𝑣1 − 𝑣2)2 − [𝑣1 × 𝑣2]

2,

где 𝜆(𝑠,𝑚2
1,𝑚

2
2) = (𝑠 − (𝑚1 + 𝑚2)

2)(𝑠 − (𝑚1 − 𝑚2)
2) - треугольная функция;

𝑣1 = 𝑝1/𝐸1, 𝑣2 = 𝑝2/𝐸2 - скорости 1 и 2 частиц, соответственно; относительная
скорость начальных частиц:

𝑣rel =
𝐼

(𝑝1, 𝑝2)
=

√︀
𝜆(𝑠,𝑚2

1,𝑚
2
2)

𝑠−𝑚2
1 −𝑚2

2

=

√︁
(𝑣1 − 𝑣2)2 − [𝑣1 × 𝑣2]

2

1− (𝑣1,𝑣2)

𝑣1||𝑣2
=

|𝑣1 − 𝑣2|
1− (𝑣1,𝑣2)

,
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скорость Меллера для начальных частиц:

𝑣Mol =
𝐼

𝐸1𝐸2
=

√︁
(𝑣1 − 𝑣2)2 − [𝑣1 × 𝑣2]

2 𝑣1||𝑣2
= |𝑣1 − 𝑣2| .

Из выражений выше видно, что скорость Меллера не обладает лоренцевой ин­
вариантностью и связана с относительной скоростью как [111]:

𝑣Mol = 𝑣rel(𝑝1, 𝑝2)/(𝐸1𝐸2) = 𝑣rel [1− (𝑣1,𝑣2)] .

Однако, поток частиц 𝐹 = 𝑛1𝑛2𝑣Mol, который появляется в выражении сечения
рассеяния, представляет собой инвариант [113]. Кроме того, в нерелятивистском
приближении и для коллинеарных скоростей, относительная и меллерова ско­
рости совпадают. В частности, для системы центра масс при 𝑚 = 𝑚1 = 𝑚2

для скорости Меллера и инвариантной массы справедливо, соответственно:

𝑣Mol = 2
√︀
1− 4𝑚2/𝑠, 𝑠 = 4𝑚2/(1− (𝑣Mol)

2/4))
low vel.
≈ 4𝑚2 +𝑚2(𝑣Mol)

2 (1.17)

и выполняется соотношение 𝑣Mol = 2𝑣*, где 𝑣* - скорость начальных частиц в
системе центра масс.

Тогда, используя выражение для сечения (1.16), для термально усреднен­
ного сечения рассеяния можно записать:

⟨𝜎12→34𝑣Mol⟩ =
1

𝑛1𝑛2

∫︁
𝑑Π1𝑑Π2 𝑓(𝑡, 𝑞,Π1)𝑓(𝑡, 𝑞,Π2) 𝑣Mol𝜎12→34, (1.18)

где усреднение происходит по начальным состояниям. В итоге, для оператора
столкновений (1.15) в случае реакции 2 → 2 справедливо:

̂︀𝐶[𝑓 ] = −𝑐 ⟨𝜎12→34𝑣Mol⟩ (𝑛1𝑛2 − 𝑛eq1 𝑛
eq
2 ) , (1.19)

где 𝑛1, 𝑛2 - плотность частиц и античастиц темной материи, соответственно;
𝑛eq - плотность частиц в термодинамическом равновесии; 𝑐 = 1 для случая
идентичных частиц 1 и 2, т.е. 𝑛 = 𝑛1 = 𝑛2 и 𝑐 = 1/2 для случая, когда
частица 1 является античастицей для частицы 2 и химическим потенциалом
можно пренебречь, т.е. 𝑛 = 𝑛1 + 𝑛2 ≈ 2𝑛1 [114]. В частности, для холодной
темной материи для 𝑛eq справедливо выражение (1.8).
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Термальное усреднение сечения рассеяния

Далее, явный вид для термального усреднения сечения рассеяния (1.18)
принимает следующее выражение [93; 111; 115]:

⟨𝜎𝑣Mol⟩ =
1

𝑁⟨𝜎𝑣⟩

∞∫︁
(𝑚1+𝑚2)2

𝜎(𝑠)
𝜆(𝑠,𝑚2

1,𝑚
2
2)√

𝑠
𝐾1

(︂√
𝑠

𝑇

)︂
𝑑𝑠, (1.20)

где 𝑁⟨𝜎𝑣⟩ = 8𝑇
∏︀
𝑖=1,2

𝑚2
𝑖𝐾2

(︀
𝑚𝑖

𝑇

)︀
и 𝐾𝑖(𝑧) - модифицированные функции Бесселя

второго рода порядка 𝑖 [107]:

𝐾𝜈(𝑧) =

√
𝜋(𝑧/2)𝜈

Γ(𝜈 + 1/2)

∞∫︁
1

𝑒−𝑧𝑡
(︀
𝑡2 − 1

)︀𝜈−1/2
𝑑𝑡, Re(𝜈) > −1/2, |arg(𝑧)| < 𝜋/2.

Также следует отметить, что при получении выражения выше использовались
предположения о справедливости для рассматриваемых частиц распределения
Максвелла-Больцмана, термального равновесия и пренебрежение химическим
потенциалом [111]. В частности, формула (1.20) справедлива для параметра
𝑥 > 1/3, т.е. предполагается, что темная материя не является горячей.

Кроме того, можно использовать нерелятивистское приближение для вы­
ражения термального усреднения сечения рассеяния и разложить сечение в ряд
по скоростям 𝑣𝑘Mol с коэффициентами 𝑎𝑘, тогда справедливо выражение [108;
116]:

⟨𝜎𝑣Mol⟩ =
𝑥3/2

2
√
𝜋

+∞∫︁
0

𝑣3Mol𝜎(𝑣Mol)𝑒
−𝑥𝑣2Mol/4𝑑𝑣Mol =

=
1

2
√
𝜋

∞∑︁
𝑘=0

4𝑘+1Γ(𝑘 + 3/2)
𝑎𝑘
𝑘!
𝑥−𝑘 ≈ 𝑎0 + 6𝑎1𝑥

−1 + 30𝑎2𝑥
−2. (1.21)

Также стоит отметить, что 𝑘 = 0, 𝑘 = 1 и 𝑘 = 2 представляют собой ан­
нигиляции в s-волну, p-волну и d-волну, соответственно [117]. Дополнительно,
раскладывая в ряд переменные Мандельштама и матричных элемент процес­
са 2 → 2, можно получить явный вид коэффициентов для нерелятивистского
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приближения без расчетов полного сечения [118]. Однако, использование нере­
лятивистского приближения для аннигиляции с узким резонансным пиком мо­
жет привести к ошибкам [57; 111].

Стоит заметить, что выражения (1.20) и (1.21) для термального усредне­
ния сечения рассеяния связаны через приближение для 𝐾𝑖(𝑥) в виде [111]:

𝑥

𝐾2
2(𝑥)

𝐾1

(︃
2𝑥√︀

1− 𝑣2Mol/4

)︃
≃ 𝑥3/2√

𝜋
𝑒−𝑥𝑣

2
Mol/4. (1.22)

Кроме того, в случае наличия нескольких каналов распада темной материи
через медиатор используется эффективное термально усредненное сечение рас­
сеяния [42; 119].

Реликтовая плотность темной материи

В итоге, приведем приближенное аналитическое выражение для парамет­
ра плотности темной материи. Согласно выражениям выше, уравнение Больц­
мана можно записать в общем виде для реакции 2 → 2 как:

𝑛̇+ 3𝐻(𝑡)𝑛 = ̂︀𝐶[𝑓 ],
В частности, для полных плотностей числа частиц 𝑛 и энтропии 𝑠 справед­
ливо 𝑛 ∼ 𝑠 ∼ 1/𝑎3 при отсутствии взаимодействия, т.е. происходит их
уменьшение с течением времени из-за расширения Вселенной. Подставляя опе­
ратор столкновений (1.19) в уравнение Больцмана, для полной плотности числа
частиц 𝑛 получим следующее выражение [117]:

𝑛̇+ 3𝐻(𝑡)𝑛 = −𝑐 ⟨𝜎𝑣Mol⟩
(︀
𝑛2 − 𝑛2𝑒𝑞

)︀
,

где 𝜎 = 𝜎12→34 - сечение аннигиляции (1.16), просуммированное по конечным
и усредненное по начальным состояниям; для термально усредненного сечения
справедливо (1.20) и (1.21), а для 𝑛eq выполняется выражение (1.8).

Для компенсирования эффекта расширения Вселенной при расмотрении
эволюции числа взаимодействующих частиц введем переменную 𝑌 = 𝑛/𝑠. В
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этом случае уравнение Больцмана можно переписать в виде:

𝑌̇ = −𝑠𝑐 ⟨𝜎𝑣Mol⟩ (𝑌 2 − 𝑌 2
𝑒𝑞), 𝑌eq = 𝑛eq/𝑠.

Далее, используя зависимость температуры и времени (1.14), получим уравне­
ния Больцмана в терминах 𝑌 -переменной в виде:

𝑑𝑌

𝑑𝑥
= − 𝑐𝑠(𝑚DM)

𝑥2𝐻(𝑚DM)
⟨𝜎𝑣Mol⟩

(︀
𝑌 2(𝑥)− 𝑌 2

𝑒𝑞(𝑥)
)︀
,

где 𝑚DM - масса частиц темной материи; 𝐻(𝑚DM) - параметр Хаббла (1.13)
и 𝑠(𝑚DM) - полная плотность энтропии (1.9). Полученное уравнение представ­
ляет собой частный случай уравнения Риккати и не имеет общего решения в
аналитическом виде без каких-либо приближений.

Эволюцию отдельного типа частиц можно разделить на три стадии: тепло­
вое равновесие, отщепление и вымерзание. При тепловом равновесии скорость
взаимодействия Γ много больше скорости расширения, т.е. Γ ≫ 𝐻, тогда 𝑛𝑎3

экспоненциально падает с увеличением массы. При сравнимых значениях ско­
рости взаимодействия и скорости расширения Γ ≃ 𝐻 частицы перестают
активно взаимодействовать, и начинается отщепление этого типа частиц от тер­
мальной ванны. При скорости взаимодействия много меньше скорости расши­
рения Γ ≪ 𝐻 частицы отделяются от термальной ванной c 𝑛 ∼ 1/𝑎3 и,
тем самым, создают реликтовый избыток темной материи во Вселенной [25]. В
частности, в момент, когда выполняется критерий Гамова:

Γ = 𝑐 𝑛eq(𝑥𝑓) ⟨𝜎𝑣Mol⟩|𝑥=𝑥𝑓 ≃ 𝐻(𝑥𝑓), (1.23)

происходит отщепление рассматриваемого типа частиц при критической тем­
пературе 𝑇𝑓 и параметре 𝑥𝑓 = 𝑚DM/𝑇𝑓 . Также, переменная 𝑌 стремится к
реликтовым значениям 𝑌∞, которое можно оценить на интервале (𝑥𝑓 ,∞), т.е.
справедливо:

𝑑𝑌

𝑑𝑥
≈ − 𝑐𝑠(𝑚DM)

𝑥2𝐻(𝑚DM)
𝑌 2(𝑥)⇒ 𝑌 −1(∞) =

𝑐𝑠(𝑚DM)

𝐻(𝑚DM)
𝐽(𝑥𝑓), (1.24)
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где 𝑌𝑓 ≫ 𝑌∞ - значение переменной 𝑌 в момент вымерзания, учтено соотно­
шение 𝑌 (𝑥 > 𝑥𝑓) ≫ 𝑌𝑒𝑞(𝑥 > 𝑥𝑓) и введено обозначение:

𝐽(𝑥𝑓)=

∞∫︁
𝑥𝑓

⟨𝜎𝑣Mol⟩
𝑥2

𝑑𝑥. (1.25)

В результате, используя выражения для критической плотности энер­
гии (1.5), полной плотности энтропии (1.9), постоянной Хаббла (1.13) и оценки
реликтовых значений 𝑌 переменной (1.24), получим параметр плотности холод­
ной темной материи [120]:

Ωc =
𝑚DM𝑠0𝑌0

𝜀cr
=
𝜋

9

1

𝑐

𝑇 3
0

𝑀 3
Pl𝐻

2
0

𝑔*𝑠(𝑇0)

𝑔*𝑠(𝑚)

(︂
𝑔*𝜀(𝑚DM)

10

)︂1/2

𝐽−1(𝑥𝑓) (1.26)

где 𝑔*𝑠 - эффективные степени свободы для плотности энтропии (1.10);
𝑇0 = 2.35 · 10−13 ГэВ - температура Вселенной на текущий момент,
𝐻0 = 2.13 ℎ · 10−42 ГэВ - текущие значение постоянной Хаббла,
𝑀𝑃𝑙 = 2.43 · 1018 ГэВ - редуцированная масса Планка и для текущих значе­
ний положено 𝑌0 ≈ 𝑌∞. В частности, подставляя численные значения в фор­
мулу (1.26) и принимая во внимание, что 𝑔*𝑠(𝑇0) = 3.91 и 𝑔*𝜀(𝑚) ≈ 𝑔*𝑠(𝑚),
получим итоговую формулу для расчета реликтовой плотности темной материи
в следующем виде:

Ωcℎ
2 = 0.85 · 10−10 · 𝑔

−1/2
*𝑠 (𝑚DM)

𝑐
𝐽−1(𝑥𝑓) ГэВ−2 (1.27)

где ℎ ≈ 0.67± 0.01 - безразмерная постоянная Хаббла.
Кроме того, используя разложение по скоростям (1.21) в формуле (1.25),

получим систему уравнений на параметр вымерзания и константу связи холод­
ной темной материи с видимой материей в следующей форме [111; 117; 121]:

𝑥𝑓 = ln

(︃
𝜎0

3
√
5𝑀Pl

2𝜋5/2
𝑔𝑖𝑚DM√︀
𝑔*𝑠(𝑚DM)

)︃
, (1.28)

Ω𝑐ℎ
2=

0.85 · 10−10

𝑐

(𝑘+1)𝑥𝑘+1
𝑓

𝑔
1/2
*𝑠 (𝑚DM)𝜎0

ГэВ−2. (1.29)
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где 𝑔𝑖 - внутренние степени свободы рассматриваемого типа частиц и 𝑘 - порядок
первого ненулевого слагаемого 𝜎0 в нерелятивистском разложении термально
усредненного сечения (1.21).

Дополнительно, для повышения точности расчетов в формуле для пара­
метра плотности темной материи (1.26) необходимо учитывать фазовый переход
КХД, тогда в этом случае необходимо заменить 𝑔*𝑠(𝑇 ) на эффективные степени
свободы 𝑔*eff(𝑇 ), которые принимают следующий вид [111; 114; 122; 123]:

𝑔*eff(𝑇 ) =
𝑔*s(𝑇 )√︀
𝑔*𝜀(𝑇 )

(︂
1 +

𝑇

3𝑔*s(𝑇 )

𝑑𝑔*s(𝑇 )

𝑑𝑇

)︂
. (1.30)

Действительно, в этом случае реликтовые кривые будут иметь более выражен­
ный скачок при температуре в диапазоне от 10−1 ГэВ до 2 ·10−1 ГэВ, который
связан с выделением дополнительного тепла [124]. Однако, для дальнейших
расчетов используется приближение 𝑔*eff(𝑇 ) = 𝑔*𝑠(𝑇 ).

Также стоит упомянуть, что значение параметра вымерзания 𝑥𝑓 можно
оценить в случае s-волны путем исключения из формул (1.26) и (1.23) термаль­
но усредненного сечения, где 𝐽(𝑥𝑓) = ⟨𝜎𝑣Mol⟩ /𝑥𝑓 . Действительно, в этом слу­
чает 𝑥𝑓 принимает значения 𝒪(10), и, следовательно, характерное значение
термального усреднения сечения аннигилирующего в s-волну можно записать
как ⟨𝜎𝑣Mol⟩ ≃ 2.5 × 10−9 ГэВ−2 ≈ 3 × 10−26 см3 с−1 [125; 126]

1.3 Модели медиаторов темной материи

Наиболее популярные сценарии темной материи с характерными массами
спин-1 медиаторов выше 𝒪(1) ГэВ достаточно сильно ограничена из данных по
прямому детектированию. Это мотивирует рассмотрение частиц темного секто­
ра в области термальной легкой темной материи меньше 𝒪(1) ГэВ. В частно­
сти, предметом описания данной главы будут основы моделей с медиаторами
спина-0 и спина-2. Отметим, что в общем случае, рассмотрение достаточно лег­
ких медиаторов позволяет самосогласованно объяснить значения реликтовой
плотности темной материи, после момента ее отщепления в ранней Вселенной.
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1.3.1 Скалярный медиатор

Лагранжиан для низких энергий может возникать через специфический
для аромата эффективный оператор размерности-5 [41; 127—130]

ℒdim5 ⊃
∑︁
𝑖=𝑒,𝜇,𝜏

[︁𝑐𝑖
Λ
𝜑𝐸

𝑖
𝐿𝐻𝑒

𝑖
𝑅 + h. c.

]︁
,

где 𝑐𝑖 - коэффициент Вильсона для индекса аромата 𝑖 = (𝑒, 𝜇, 𝜏),
𝐻, 𝐸𝑖

𝐿 и 𝑒𝑖𝑅 - дублет Хиггса, лептонный дублет и лептонный синглет, соответ­
ственно. Далее, можно выбрать связь медиатора 𝜑 только с одним ароматом,
чтобы избежать не сохраняющихся лептонно-флейворных токов, в частности,
𝑐𝑒 ̸= 0 и 𝑐𝜇 ≡ 𝑐𝜏 ≡ 0 [41; 127]. Диагонализируя массовые члены после
нарушения электрослабой симметрии в рамках эффективной теории поля тео­
рии [93; 131; 132], можно получить связь между частицами стандартной модели
и скалярным медиатором. В частности, фокусируясь на электронспецифиче­
ском скалярном медиаторе и различных типах темной материи, справедливы
следующие эффективные лагранжианы взаимодействия:

ℒS
eff ⊃

1

2
𝑐𝜑𝑆𝑆𝜑𝑆

2 + 𝑐𝜑𝑒𝑒𝜑𝑒𝑒, (1.31)

ℒ𝜓eff ⊃ 𝑐𝜑𝜓𝜓𝜑𝜓𝜓 + 𝑐𝜑𝑒𝑒𝜑𝑒𝑒, (1.32)

ℒ𝜒eff ⊃
1

2
𝑐𝜑𝜒𝜒𝜑𝜒𝜒+ 𝑐𝜑𝑒𝑒𝜑𝑒𝑒, (1.33)

ℒV
eff ⊃

1

4
𝑐𝜑𝑉 𝑉 𝜑𝑉

𝜇𝜈 ̃︀𝑉𝜇𝜈 + 𝑐𝜑𝑒𝑒𝜑𝑒𝑒, (1.34)

где 𝑐𝜑𝑆𝑆, 𝑐
𝜑
𝜓𝜓, 𝑐𝜑𝜒𝜒, 𝑐

𝜑
𝑉 𝑉 - константы взаимодействия электронспецифического

скалярного медиатора и различных типов темной материи как: вещественной
скалярной 𝑆 [131], дираковской 𝜓 [93; 130], майорановской 𝜒 [41; 131] и век­
торной 𝑉𝜇 [30; 133—135], соответственно; 𝑐𝜑𝑒𝑒 - константа связи между скаляр­
ным медиатором и электроном [41; 127]; 𝑉 𝜇𝜈 - тензор напряженности поля
и ̃︀𝑉𝜇𝜈 = 1/2𝜖𝜇𝜈𝛼𝛽𝑉𝛼𝛽 - дуальный тензор напряженности поля. Для расчета
матричных элементов использовались известные правила Фейнмана. Дополни­
тельно, для проверки в случае майорановской темной материи использовался
формализм двухкомпонентных спиноров из источника [136].
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1.3.2 Тензорный медиатор

В данном разделе рассматривается минимальное расширение Стандарт­
ной модели добавлением массивного медиатора спина 2, который описывается
полем ℎ𝜇𝜈. Предполагается, что массивный тензорный медиатор взаимодейству­
ет со Стандартной моделью только через лептон и фотон с универсальной свя­
зью. Кроме того, взаимодействие массивного гравитона и материи рассматри­
вается на древесном уровне.

Дополнительные измерения

Идея о дополнительном измерении была предложена в 20-х и 30-х годах 19
века для объединения единственных известных на тот момент электромагнит­
ных и гравитационных сил Гуннаром Нордстрёмом в рамках ньютоновской ме­
ханики [137] и Теодором Калуцей в рамках общей теории относительности [138].
Далее, Оскар Клейн [139] дал интерпретацию дополнительному измерению в
рамках квантовой механики и ввел гипотезу о компактности дополнительного
измерения для соответствия наблюдаемому 4-мерному пространству. В рамках
оригинальной теории Калуцы-Клейна характерный масштаб дополнительного
измерения был планковский и, как следствие, давал массу электрона сравнимой
с этой шкалой.

Одно из дальнейших расширений идеи о скрытых дополнительных изме­
рениях было использовано в рамках модели Рэндалл-Сандрума [140; 141] для
решения проблемы иерархии в физике элементарных частиц. В рамках данного
подхода материя находится на многообразии, называемом брана, вложенном в
объемлющее пространство с заданной 5-мерной метрикой следующего вида:

𝑑𝑠2 = 𝜔2(𝑧)(𝑔𝜇𝜈𝑑𝑥
𝜇𝑑𝑥𝑛𝑢 + 𝑑𝑧2) (1.35)

где 𝑧 ∈ [𝑧0, 𝑧1] - дополнительное измерение, 𝑧0, 𝑧1 - положения бра­
ны с частицами Стандартной модели и темной материи, соответственно.
Компактность пространства приводит к появлению различных мод частиц
Калуцы-Клейна, которые образуют башню Калуцы-Клейна. В текущий момент,
теория Рэндалл-Сандрума может быть использована для введения взаимодей­
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ствия темной материи и частиц стандартной модели [32; 33]. Далее, рассмотрим
эффективное взаимодействие первой массивной моды Калуцы-Клейна с части­
цами Стандартной модели.

Свободное поле

Рассмотрим поведение поля массивного гравитона ℎ𝜇𝜈 в отсутствии дру­
гих полей. Из действия Эйнштейна-Гильберта, используя малое возмущение
метрики в виде ̃︀𝑔𝜇𝜈 = 𝜂𝜇𝜈 + 𝜅ℎ𝜇𝜈 и оставляя квадратичные по ℎ𝜇𝜈 слагаемые,
можно получить действие Фирца-Паули для массивного гравитона как [142]:

𝑆FP = −1
2

∫︁
𝑑4𝑥 [𝜕𝜎ℎ𝜇𝜈𝜕

𝜎ℎ𝜇𝜈 − 2𝜕𝜇ℎ𝜈𝜎𝜕
𝜈ℎ𝜇𝜎 +

+ 2𝜕𝜇ℎ
𝜇𝜈𝜕𝜈ℎ− 𝜕𝜎ℎ𝜕𝜎ℎ−𝑚2

G(ℎ𝜇𝜈ℎ
𝜇𝜈 − ℎ2)

]︀
, (1.36)

где 𝜂𝜇𝜈 = (+,−,−,−) - метрика Минковского; ℎ = ℎ𝜇
𝜇; 𝜅 = 8𝜋𝐺 - малый

параметр и 𝐺 - гравитационная постоянная. Далее, варьируя действие (1.36) по
полю массивного гравитона ℎ𝜇𝜈, уравнение Фирца-Паули принимает следующий
вид:

𝜕𝜎𝜕
𝜎ℎ𝜇𝜈 − 𝜕𝜎𝜕𝜇ℎ𝜎𝜈 − 𝜕𝜎𝜕𝜈ℎ𝜎𝜇+

+ 𝜂𝜇𝜈𝜕𝜆𝜕𝜎ℎ
𝜆𝜎 + 𝜕𝜇𝜕𝜈ℎ− 𝜂𝜇𝜈𝜕𝜎𝜕𝜎ℎ+𝑚2

G(ℎ𝜇𝜈 − ℎ) = 0. (1.37)

Подействовав на уравнения выше производной 𝜕𝜇, справедливо дополнительное
условие 𝜕𝜇(ℎ𝜇𝜈 − ℎ) = 0, которое упрощает уравнение движения:

𝜕𝜎𝜕
𝜎ℎ𝜇𝜈 − 𝜕𝜇𝜕𝜈ℎ+𝑚2

G(ℎ𝜇𝜈 − ℎ) = 0.

Свернув промежуточное выражение с метрическим тензором 𝜂𝜇𝜈, получим усло­
вие нулевого следа для массивного гравитона ℎ = 0, что, в свою очередь,
влечет 𝜕𝜇 ℎ𝜇𝜈 = 0 из дополнительного условия 𝜕𝜇(ℎ𝜇𝜈 − ℎ) = 0. В ито­
ге, уравнение движения массивного гравитона представляет собой уравнение
Клейна-Гордона:

(𝜕𝜎𝜕
𝜎 +𝑚2

G)ℎ𝜇𝜈 = 0, (1.38)
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и справедливо его классическое решение в виде плоских волн:

ℎ𝜇𝜈(𝑥) =

∫︁
𝑑3𝑝

(2𝜋)3
1√
2𝐸G

∑︁
𝜆

𝑎(𝑝, 𝜆)𝜀𝜇𝜈(𝑝, 𝜆)𝑒−𝑖(𝑥,𝑝) + 𝑎†(𝑝, 𝜆)𝜀*𝜇𝜈(𝑝, 𝜆)𝑒𝑖(𝑥,𝑝).

Также стоит отметить, что уравнение Фирца-Паули (1.37) можно полу­
чить из лоренц-ковариантного параметризованного уравнения для ℎ𝜇𝜈 не
содержащего высшие производные, предполагая справедливость уравнения
Клейна-Гордона (1.38) и 𝜕𝜇ℎ𝜇𝜈 = 0 для исключения коэффициентов.

Дополнительно, можно найти число степеней свободы для поля ℎ𝜇𝜈 из
уравнения Фирца-Паули. Действительно, из-за симметричности поля ℎ𝜇𝜈 число
степеней свободы равно 10, а с учетом условий 𝜕𝜇(ℎ𝜇𝜈 − ℎ) = 0 и ℎ = 0, число
степеней свободы уменьшается до 5. Далее, найдем сумму по поляризациям:

𝑃 𝜇𝜈𝛼𝛽 =
∑︁
𝜆

𝜀𝜇𝜈(𝑝, 𝜆)𝜀𝛼𝛽(𝑝, 𝜆), (1.39)

которая может состоять только из комбинации метрического тензора 𝜂𝜇𝜈 и
момента импульса 𝑝𝜇, исходя из общих кинематических требований [143].
Для 𝑃 𝜇𝜈𝛼𝛽 выполняются следующие симметрии: (𝜇 ↔ 𝜈), (𝛼 ↔ 𝛽)

и (𝜇 ↔ 𝛼, 𝜈 ↔ 𝛽), которые параметризуют сумму по поляризациям в
следующем виде:

𝑃 𝜇𝜈𝛼𝛽 =𝐴 𝑃 𝜇𝜈𝑃 𝛼𝛽 +𝐵 (𝑃 𝜇𝛼𝑃 𝜈𝛽 + 𝑃 𝜇𝛽𝑃 𝜈𝛼) + 𝐶 (𝑃 𝜇𝜈𝑝𝛼𝑝𝛽 + 𝑃 𝛼𝛽𝑝𝜇𝑝𝜈)

+𝐷 (𝑃 𝜇𝛼𝑝𝜈𝑝𝛽 + 𝑃 𝜇𝛽𝑝𝜈𝑝𝛼 + 𝑃 𝜈𝛼𝑝𝜇𝑝𝛽 + 𝑃 𝜈𝛽𝑝𝜇𝑝𝛼) + 𝐸 𝑝𝜇𝑝𝜈𝑝𝛼𝑝𝛽.

где 𝑃 𝜇𝜈 = −𝜂𝜇𝜈 + (1 − 𝜉)𝑝𝜇𝑝𝜈/𝑚2
𝑝; 𝜉 = 0 - феймановская калибровка

и 𝜉 = 1 - лоренцевская калибровка. Также стоит отметить, что в дальнейшем
используется калибровка Лоренца, т.к. рассматриваются частицы с ненулевой
массой. С учетом приведенных выше для ℎ𝜇𝜈 и общих для 𝑃 𝜇𝜈 свойств, условия
на коэффициенты 𝑃 𝜇𝜈𝛼𝛽 в общей параметризации можно выписать как:

𝑝𝜇𝑃
𝜇𝜈𝛼𝛽 = 0, 𝑝𝜇𝑝𝛽𝑔𝜈𝛼𝑃

𝜇𝜈𝛼𝛽 = 0, 𝑝𝜇𝑝𝜈𝑔𝛼𝛽𝑃
𝜇𝜈𝛼𝛽 = 0, 𝑔𝜇𝜈𝑃

𝜇𝜈𝛼𝛽 = 0,
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которые для массивной частицы со спином 2 дают итоговое выражение для
суммы по поляризациям в виде [32; 144]:

𝑃 𝜇𝜈𝛼𝛽 =
1

2

(︂
𝑃 𝜇𝛼𝑃 𝜈𝛽 + 𝑃 𝜇𝛽𝑃 𝜈𝛼 − 2

3
𝑃 𝜇𝜈𝑃 𝛼𝛽

)︂
. (1.40)

В результате, пропогатор массивного гравитона в импульсном представлении
принимает следующий вид [32; 144]:

𝒟G
𝜇𝜈𝛼𝛽 =

𝑖𝑃 𝜇𝜈𝛼𝛽

𝑝2 −𝑚2
G

. (1.41)

Также стоит отметить, что в случае массивного гравитона нарушается калиб­
ровочная инвариантность. Однако, использование штюкельбергских полей поз­
воляет восстановить калибровочную инвариантность, при этом не меняя урав­
нений движения.

Взаимодействие

Рассмотрим взаимодействие массивного гравитона и материи на древес­
ном уровне. Аналогично прошлому разделу, рассматривая малое возмущение
метрики в действии (1.1) для материи, получим эффективный лагранжиан вза­
имодействия массивного медиатора спина 2 и материи Стандартной модели и
темного сектора как [32; 33]:

ℒG
eff ⊃ −

∑︁
𝑖

𝑐G𝑖
Λ
ℎ𝜇𝜈𝑇 𝑖𝜇𝜈, (1.42)

где 𝑐G𝑖 = (𝑐GSM, 𝑐
G
DM) - константы взаимодействия для тензорного медиатора и

частиц стандартной модели и темной материи; Λ - размерный параметр спин-2
взаимодействия, который связан с масштабом новой физики и симметризован­
ный ТЭИ:

𝑇𝜇𝜈 =
2√
−𝑔

𝛿(−𝑔ℒM)

𝛿𝑔𝜇𝜈
. (1.43)

Следует отметить, что в случае спинорных полей необходимо использовать тет­
радный формализм при получении симметризованного ТЭИ [72; 145]. Однако,
используя канонический ТЭИ ̃︀𝑇𝜇𝜈 и тензор спина 𝑆𝜇,𝛼𝛽 для заданных полей 𝜓𝑖
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в виде [145]:

̃︀𝑇𝜇𝜈 =∑︁
𝑖

𝜕ℒM

𝜕∇𝜇𝜓𝑖
∇𝜈𝜓𝑖 − 𝜂𝜇𝜈ℒM, 𝑆𝜇,𝛼𝛽 = −𝑖

∑︁
𝑙,𝑗

𝜕ℒM

𝜕∇𝜇𝜓𝑗

(︁̃︀𝑇𝛼𝛽)︁𝑙
𝑗
𝜓𝑙, (1.44)

можно получить симметризованный ТЭИ как [145]:

𝑇𝜇𝜈 = ̃︀𝑇𝜇𝜈 + (1/2)∇𝛼(𝑆𝛼,𝜇𝜈 − 𝑆𝜇,𝛼𝜈 + 𝑆𝜈,𝜇𝛼). (1.45)

В случае массивных скалярного 𝑆, векторного 𝑉 и диракового фермионного 𝜓
полей, симметризованный ТЭИ темного сектора принимает вид, соответствен­
но [33; 146]:

𝑇 S
𝜇𝜈 = 𝜕𝜇𝑆𝜕𝜈𝑆 − (1/2)𝜂𝜇𝜈(𝜕𝜌𝑆)

2 + (1/2)𝜂𝜇𝜈𝑚
2
S𝑆

2, (1.46)

𝑇V
𝜇𝜈 =

1

4
𝜂𝜇𝜈𝑉𝜆𝜌𝑉

𝜆𝜌 − 𝑉𝜇𝜆𝑉 𝜆
𝜈 +𝑚2

V𝑉𝜇𝑉𝜈 − (1/2)𝑚2
V𝜂𝜇𝜈𝑉𝛼𝑉

𝛼, (1.47)

𝑇 𝜓𝜇𝜈 = (𝑖/4)
[︀
𝜓(𝛾𝜇𝜕𝜈 + 𝛾𝜈𝜕𝜇)𝜓 − (𝜕𝜇(𝜓)𝛾𝜈 + 𝜕𝜈(𝜓)𝛾𝜇)𝜓

]︀
+

+ 𝜂𝜇𝜈𝑚𝜓𝜓𝜓 − (𝑖/2)𝜂𝜇𝜈
[︀
𝜓𝛾𝜌𝜕𝜌(𝜓)− 𝜕𝜌(𝜓)𝛾𝜌𝜓

]︀
, (1.48)

где 𝑚S,𝑚V и 𝑚𝜓 - массы скалярного, векторного, и диракового типов темной ма­
терии, соответственно. Переходя в импульсное представление для спинорного,
скалярного и векторного полей, получим, соответственно:

𝑇G𝜓𝜓
𝜇𝜈 = 1/4

[︁
𝛾𝜇(𝑝1 + 𝑝2)𝜈 + 𝛾𝜈(𝑝1 + 𝑝2)𝜇 − 2𝜂𝜇𝜈(/𝑝1 + /𝑝2 − 2𝑚𝜓)

]︁
, (1.49)

𝑇GSS
𝜇𝜈 = 𝜂𝜇𝜈𝑚

2
S − 𝑞1𝛼𝑞2𝛽(𝜂𝜇𝛼𝜂𝜈𝛽 + 𝜂𝜈𝛼𝜂𝜇𝛽 − 𝜂𝜇𝜈𝜂𝛼𝛽), (1.50)

𝑇GVV
𝜇𝜈 = 𝑚2

V(𝜂𝜇𝛼𝜂𝜈𝛽 + 𝜂𝜈𝛼𝜂𝜇𝛽 − 𝜂𝜇𝜈𝜂𝛼𝛽)+

+
(︁
𝑊 (𝑉 )

𝜇𝜈𝛼𝛽𝜎𝜆 +𝑊 (𝑉 )
𝜈𝜇𝛼𝛽𝜎𝜆

)︁
𝑘1
𝜎𝑘1

𝜆, (1.51)

где 𝑝1, 𝑝2 - 4-импульсы влетающего и вылетающего фермионов; 𝑞1, 𝑞2 - 4-импуль­
сы влетающих (вылетающих) скаляров; 𝑘1, 𝑘2 - 4-импульсы вылетающих век­
торных частиц 𝑉 𝛼(𝑘1) и 𝑉 𝛽(𝑘2) и используется обозначение:

𝑊 (𝑉 )
𝜇𝜈𝛼𝛽 =

1

2
𝜂𝜇𝜈(𝜂𝛽𝜎𝜂𝛼𝜆−𝜂𝜎𝜆𝜂𝛼𝛽)+𝜂𝛼𝛽𝜂𝜇𝜎𝜂𝜈𝜆−𝜂𝜇𝛽𝜂𝜈𝜎𝜂𝛼𝜆+𝜂𝜇𝛼(𝜂𝛽𝜈𝜂𝜎𝜆−𝜂𝜎𝛽𝜂𝜆𝜈).
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В случае спинорного поля были отброшены соответствующие спиноры 𝑢̄(𝑝2, 𝑠2)

и 𝑢(𝑝1, 𝑠1) и для векторного поля отброшены векторы поляризаций 𝜀*𝛼(𝑘1)

и 𝜀*𝛽(𝑘2). Как можно заметить, тензоры энергии-импульса в импульсном пред­
ставлении остаются симметричными по индексам.

Далее, рассмотрим взаимодействие массивного гравитона в рамках кван­
товой электродинамики. В этом случае тензор энергии-импульса для частиц
стандартной модели [146]:

𝑇 SM
𝜇𝜈 =

[︂
1

4
𝜂𝜇𝜈𝐹𝜆𝜌𝐹

𝜆𝜌 − 𝐹𝜇𝜆𝐹 𝜆
𝜈

]︂
(1.52)

−
∑︁
𝑙

𝑖

2

[︁
𝑙
(︁
𝛾𝜇
←→
𝐷 𝜈 + 𝛾𝜈

←→
𝐷 𝜇

)︁
𝑙 − 𝜂𝜇𝜈𝑙𝛾𝜌

←→
𝐷 𝜌𝑙

]︁
, (1.53)

где 𝑙 - лептон стандартной модели; 𝐹𝜇𝜈 = 𝜕𝜇𝐴𝜈 − 𝜕𝜈𝐴𝜇 - тензор напряженности
для фотонного поля 𝐴𝜇 стандартной модели; 𝐷𝜇 = 𝜕𝜇 − 𝑖𝑒𝐴𝜇 - ковариантная
производная для 𝑈(1) калибровочного поля. Переходя в импульсное представ­
ление, для лептонного и фотонного полей получим:

𝑇G𝑙𝑙
𝜇𝜈 = 1/4

[︁
𝛾𝜇(𝑝1 + 𝑝2)𝜈 + 𝛾𝜈(𝑝1 + 𝑝2)𝜇 − 2𝜂𝜇𝜈(/𝑝1 + /𝑝2)

]︁
, (1.54)

𝑇G𝛾𝛾
𝜇𝜈 =

(︁
𝑊 (𝑉 )

𝜇𝜈𝛼𝛽𝜎𝜆 +𝑊 (𝑉 )
𝜈𝜇𝛼𝛽𝜎𝜆

)︁
𝑘1
𝜎𝑘1

𝜆, (1.55)

где 𝑝1, 𝑝2 - 4-импульсы влетающего и вылетающего лептонов, соответствен­
но; 𝑘1, 𝑘2 - 4-импульсы вылетающих фотонов. В случае спинорного поля были
отброшены соответствующие спиноры 𝑢̄(𝑝2, 𝑠2) и 𝑢(𝑝1, 𝑠1). Кроме того, из кова­
риантной производной возникает контактная вершина, для которой взаимодей­
ствие описывается в виде:

𝑇G𝑙𝑙𝛾
𝜇𝜈 = 𝑒/2 [𝜂𝛼𝜈𝛾𝜇 + 𝜂𝜇𝛼𝛾𝜈 − 2𝜂𝜇𝜈𝛾𝛼] , (1.56)

где были отброшены соответствующие спиноры 𝑢̄(𝑝2, 𝑠2) и 𝑢(𝑝1, 𝑠1) и вектор
поляризации 𝜀*𝛼(𝑘1).

Для сохранения пертурбативной унитарности будем использовать уни­
версальную константу взаимодействия гравитона со всеми частями стандарт­
ной модели [33]. Для получения правил фейнмана для соответствующей вер­
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шины взаимодействия необходимо выражения для симметризованного ТЭИ в
импульсное представлении домножить на −𝑖𝑐GDM/Λ. В частности, приведенные
выше правила фейнмана для гравитона можно найти в приложении источни­
ка [32].

Результаты первой главы

В данном разделе рассмотрены основные экспериментальные наблюдения,
которые мотивируют введение скрытой массы и дают ограничения на парамет­
ры для легкой термальной темной материи и необходимых для нее медиато­
ров. Приведена методика расчета реликтовой плотности для темной материи,
что позволяет в комбинации с экспериментами ограничивать природу различ­
ных типов легкой темной материи и ее медиаторов. Рассмотрены эффективные
лагранжианы взаимодействия для скалярного и тензорного медиаторов темной
материи в случае взаимодействия с лептоном видимого сектора и различных
типов темной материи.
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Глава 2

Рождение медиатора темной материи

в экспериментах с фиксированной мишенью

Комбинация преимуществ высоких интенсивности и достаточно больших
энергий налетающего пучка в экспериментах с фиксированной мишенью может
усилить существующие ограничения в области термальной легкой темной мате­
рии. В этом случае для расчета сечения рождения медиатора темной материи
на тяжелом ядре мишени, 𝑙± + 𝑁 → 𝑙± + 𝑁 + MED(→ DM + DM), можно ис­
пользовать приближение Вайцзеккера-Вильямса, которое достаточно хорошо
аппроксимирует сечение, посчитанное в древесном приближении без использо­
вания упрощений интегрирования по фазовому объему вылетающих частиц.

Следует также отметить, что при падении высокоэнергетического элек­
трона на мишень, существовует дополнительный канал аннигиляции вторич­
ных позитронов электромагнитного ливня на атомных электронах в темную
материю, 𝑒+𝑒− → MED → DM + DM [53; 54].

2.1 Сечение рождения медиатора на ядре

Предполагая, что ядро в начальный момент времени покоилось, тогда со­
ответствующий процесс 2 → 3 с кинематической точки зрения может быть
представлен через в виде:

𝑙±(𝑝) +𝑁(𝑃𝑖)→ 𝑙±(𝑝′) +𝑁(𝑃𝑓) + MED(𝑘), (2.1)

где 𝑝 = (𝐸𝑙,𝑝), 𝑝′ = (𝐸 ′𝑙,𝑝
′) - 4-импульсы входящего и выходящего лепто­

на, соответственно, 𝑘 = (𝐸𝑀𝐸𝐷,𝑘) - 4-импульс медиатора темной материи,
𝑃𝑖 = (𝑀, 0) и 𝑃𝑓 = (𝑃 0

𝑓 ,𝑃 𝑓) - 4-импульсы исходного и конечного ядра, соот­
ветственно, 𝑃𝑖−𝑃𝑓 = 𝑞, 𝑡 ≡ −𝑞2 - виртуальность и 𝑞 = (𝑞0, 𝑞) - переданный
ядру 4-импульс. Переменные Мандельштама для реакции 2→ 3 удобно ввести
в следующем согласованном с литературой виде:

𝑠 = (𝑝′ + 𝑘)2 −𝑚2
𝑙 , 𝑢̃ = (𝑝− 𝑘)2 −𝑚2

𝑙 , 𝑡 = (𝑝− 𝑝′)2 −𝑚2
MED, (2.2)



45

для полученных переменных (2.2) выполняется 𝑠 + 𝑢̃ + 𝑡 = 𝑡.
Двойное дифференциальное сечение для процесса (2.1) на древесном

уровне принимает следующий вид [147; 148]:

𝑑𝜎

𝑑𝑥 𝑑 cos 𝜃MED

⃒⃒⃒
ETL

=
𝜖2MED𝛼

3|k|𝐸𝑙

|p||k− p|

𝑡max∫︁
𝑡min

𝑑𝑡

𝑡2
𝐹 2(𝑡)

2𝜋∫︁
0

𝑑𝜑𝑞
2𝜋

|𝒜MED
2→3 |2

8𝑀 2
, (2.3)

где 𝛼 - постоянная тонкой структуры; 𝑡max, 𝑡min - максимальный и минимальный
квадрат переданного ядру 4-импульса, явный вид которых может быть найден
в источниках [147; 149]; 𝑥 = 𝐸MED/𝐸𝑙 — доля полной энергии медиатора отно­
сительно первоначального лептона; |𝒜MED

2→3 |2 - усредненный квадрат матричного
элемента без констант взаимодействия и вершина взаимодействия задана через
форм-фактор 𝐹 (𝑡), который обсуждается в секции 2.1.2. Кроме того, явный вид
матричного элемента для скалярного медиатора приведен в секции А.1.2, а соот­
ветствующие для скалярного и тензорного медиаторов диаграммы изображены
на графике 2.1.

Рисунок 2.1 — Диаграммы процессов излучения скалярного 𝜑 и тензорного 𝐺
медиаторов на ядре 𝑁 при падении на ядро лептона 𝑙.

2.1.1 Излучение медиатора в методе
Вайцзеккера-Вильямса

В данном разделе рассматривается излучение медиатора на ядре в при­
ближении метода Вайцзеккера-Вильямса. Кроме того, рассматриваются различ­
ные форм-факторы для параметризации взаимодействия с ядром и оценка их
влияния на поток виртуальных фотонов. Также, приводятся полученные ана­
литически интегралы, которые позволяют проинтегрировать по углу дважды
дифференциальное сечение.

Для аппроксимации расчетов процесса рождения медиатора используется
приближение Вайцзеккера-Вильямса [150; 151], в котором энергия налетающе­
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го лептона намного выше, чем массы лептона и медиатора 𝑚𝑙 и 𝑚MED, соот­
ветственно [152]. В случае электромагнитного взаимодействия одну из частиц
можно заменить на эффективный поток фотонов, такой, что фазовое простран­
ство тормозного излучения медиатора 2 → 3 сводится к комптоновскому про­
цессу 2→ 2 [153]. В данной работе используется более точный модифицирован­
ный метод Вайцзеккера-Вильямса, в котором учтена зависимость от структуры
ядра через форм-факторы [47; 48].

Аналогично процессу торможения лептона в поля тяжелого ядра (2.1), для
соответствующего комптоновского процесса 𝑙±(𝑝) + 𝛾(𝑞) → 𝑙±(𝑝′) + MED(𝑘)

удобно ввести переменные Мандельштама в следующем виде:

𝑠2 = (𝑝+𝑞)2 = (𝑝′+𝑘)2, 𝑢2 = (𝑝−𝑘)2 = (𝑝′−𝑞)2, 𝑡2 = (𝑝−𝑝′)2 = (𝑞−𝑘)2, (2.4)

где обозначения для процессов 2→ 2 и 2→ 3 согласованы.
В общем случае, приближение Вайцзеккера-Вильямса принимает вид [47;

48; 50]:

𝑑𝜎(𝑝+ 𝑃𝑖 → 𝑝′ + 𝑃𝑓 + 𝑘)

𝑑(𝑝𝑘)𝑑(𝑘𝑃𝑖)

⃒⃒⃒⃒
WW

=
𝛼𝜒

𝜋(𝑝′𝑃𝑖)

𝑑𝜎(𝑝+ 𝑞 → 𝑘 + 𝑝′)

𝑑(𝑝𝑘)

⃒⃒⃒⃒
𝑡=𝑡min

, (2.5)

где 𝑡min - минимальное значение виртуальности и поток виртуальных фотонов 𝜒
выражается через упругий форм-фактор 𝐹 (𝑡) следующим образом:

𝜒 = 𝑍2

𝑡max∫︁
𝑡min

𝑡− 𝑡min

𝑡2
𝐹 2(𝑡)𝑑𝑡, (2.6)

где 𝑍 — атомный номер ядра и форм-фактор 𝐹 (𝑡) обсуждается в секции 2.1.2.
Формула (2.5) получена путем представления квадрата матричного элемен­
та в виде |ℳ|2 ∼ 𝐿𝜇𝜈𝑊

𝜇𝜈 с усреднением и суммированием по воз­
можным начальным и конечным состояниям и параметризацией структурны­
ми функциями 𝑊1, 𝑊2. После использования калибровочной инвариантно­
сти 𝑞𝜇𝐿𝜇𝜈 = 𝑞𝜈𝐿𝜇𝜈 = 0 и некоторых математических манипуляций, сечение
тормозного излучения можно представить в виде комптоновского процесса и
потока фотонов [47; 48]. С другой стороны, учитывая, что направления леп­
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тона и медиатора в конечном состоянии почти коллинеарны в случае высоко­
энергетического первичного лептона, для интеграла по фазовому пространству
справедливо [147]:

2𝜋∫︁
0

𝑑𝜑𝑞
2𝜋

|ℳMED
2→3 |2

8𝑀 2
≈ 𝑡− 𝑡min

2𝑡min
|ℳMED

2→2 |2𝑡=𝑡min
. (2.7)

Для ультрарелятивистского падающего на мишень заряженного лептона
в лабораторной системе справедливо:

𝑑(𝑘𝑝)𝑑(𝑘𝑃𝑖) ≃𝑀 |𝑝||𝑘|𝑑 cos(𝜃MED)𝑑𝐸MED, (2.8)

где 𝜃MED — угол между направлениями начального лептона и медиатора. В ито­
ге, подставив выражение (2.8) в уравнение (2.5), формула Вайцзеккера-Вильям­
са принимает следующее выражение для двойного дифференциального сече­
ния:

𝑑𝜎(𝑝+ 𝑃𝑖 → 𝑝′ + 𝑃𝑓 + 𝑘)

𝑑𝑥𝑑 cos(𝜃MED)

⃒⃒⃒⃒
WW

=
𝛼𝜒

𝜋

𝐸2
𝑙 𝑥𝛽MED

1− 𝑥
𝑑𝜎(𝑝+ 𝑞 → 𝑘 + 𝑝′)

𝑑(𝑝𝑘)

⃒⃒⃒⃒
𝑡=𝑡min

, (2.9)

где 𝛼 = 𝑒2/(4𝜋) ≃ 1/137 - постоянная тонкой структуры
и 𝛽MED =

√︀
1−𝑚2

MED/(𝑥𝐸𝑙)2 - типичная скорость медиатора темной мате­
рии. Для сечения комптон-подобного процесса 𝑙𝛾 → 𝑙𝐺 справедливо:

− 𝑑𝜎
MED
2→2

𝑑(𝑝 · 𝑘)
= 2

𝑑𝜎MED
2→2

𝑑𝑢2
=
|ℳMED

2→2 |2

8𝜋(𝑠2 −𝑚2
𝑙 )

2
(2.10)

где |ℳMED
2→2 |2 - квадрат матричного элемента соответствующего комптоновского

процесса, явный вид которого приведен в приложении для скалярного и тензор­
ного медиаторов А.1.2.

Кинематика

В данном разделе обсуждается поведение основных кинематических вели­
чин, которые влияют на расчет сечения рождения медиатора темной материи
на тяжёлом ядре в приближении Вайцзеккера-Вильямса. Решая уравнение на
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массовой оболочке для лептона и ядра в конечном состоянии:

𝑝′2 = (𝑞 + 𝑝− 𝑘)2 = 𝑚2
𝑙 , 𝑃 2

𝑓 = (𝑃𝑖 − 𝑞)2 =𝑀 2, (2.11)

и используя вспомогательный 4-вектор 𝑉 = 𝑝− 𝑘, получим следующие уравне­
ния:

𝑞0 = −𝑡/(2𝑀), |𝑞|2 = 𝑡2/(4𝑀 2) + 𝑡, 𝑡 = 2𝑀(
√︀
𝑀 2 + |𝑞|2 −𝑀), (2.12)

𝑞20 − |𝑞|2 + 𝑢2 + 2𝑞0𝑉0 − 2(𝑞,𝑉 ) = 𝑚2
𝑙 . (2.13)

Принимая во внимание |𝑞| ≲ 𝒪(100) МэВ и 𝑀 ∝ 𝒪(100) ГэВ, т.е спра­
ведливо соотношение |𝑞|/𝑀 ≪ 1, из формул (2.12) получим приближенные
выражения 𝑡 ≃ |𝑞|2 и 𝑞0 ≃ −|𝑞|2/(2𝑀) для виртуальности фотона и энер­
гии переданной ядру, соответственно. Откуда видно, что значение 𝑞0 мало и им
можно пренебречь при дальнейших расчетах.

Далее, отбрасывая |𝑞|2 в формуле (2.13) получим следующее выражение
для виртуальности:

𝑡 ≃ |𝑞|2 ≃ (𝑢2 −𝑚2
𝑙 )

2

4|𝑉 |2 cos2(𝜃𝑞𝑉 )
, (2.14)

где 𝜃𝑞𝑉 - угол между векторами 𝑞 и 𝑉 . Также, оставля только ведущие чле­
ны как 𝑚2

𝐺/𝐸
2
𝑘, 𝑚

2
𝑙 /𝐸

2
𝑙 , 𝑚

2
𝑙′/𝐸

2
𝑙′ и 𝜃2𝐺, получим приближенные выражения для

модуля вектора |𝑉 | ≃ 𝐸𝑙(1− 𝑥) и введенной вспомогательной функции:

𝑈 ≡ 𝑚2
𝑙 − 𝑢2 ≃ 𝐸2

𝑙 𝜃
2
MED𝑥+𝑚2

MED(1− 𝑥)/𝑥+𝑚2
𝑙 𝑥 > 0. (2.15)

Таким образом, используя выражения (2.14) и (2.15) можно получить прибли­
женное выражение для минимума виртуальности 𝑡 = 𝑡min, из которых следует,
что 𝜃𝑞𝑉 ≃ 𝜋 и вектор 𝑞 почти коллинеарен вектору 𝑘 − 𝑝:

𝑡min ≃ |𝑞|2 ≃ 𝑈 2/(4𝐸2
𝑙 (1− 𝑥)2). (2.16)

Также, с учетом 𝜃𝑞𝑝 ≃ 𝜋, пока 𝜃MED ≪ 1 и q коллинеарен с 𝑘 − 𝑝,
можно получить следующие выражения для переменных Мандельштама (2.4),
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выраженные через переменные 𝑥 и 𝜃MED, в следующем виде:

𝑢2 = 𝑚2
𝑙 − 𝑈 ≲ 0, (2.17)

𝑡2 = −2(𝑞, 𝑘) + 𝑡+𝑚2
MED ≃ −𝑈𝑥/(1− 𝑥) +𝑚2

MED ≲ 0, (2.18)

𝑠2 = 2𝑚2
𝑙 +𝑚2

MED − 𝑡− 𝑡2 − 𝑢2 ≃ 𝑈/(1− 𝑥) +𝑚2
𝑙 ≳ 0. (2.19)

Из закона сохранения энергии 𝑞0 + 𝐸𝑙 = 𝐸 ′𝑙 + 𝐸MED и из усло­
вия 𝑞0/𝐸𝑙 ≪ 1 следует, что 𝐸𝑙 ≃ 𝐸MED + 𝐸 ′𝑙, таким образом, для доли
энергии 𝑥 = 𝐸MED/𝐸𝑙 получаем соответственно ее минимальное и максималь­
ное значения в виде 𝑥min ≃ 𝑚MED/𝐸𝑙 и 𝑥max ≃ 1 − 𝑚𝑙/𝐸𝑙. Так же стоит
заметить, что при минимальной доле энергии 𝑥min, переменная 𝑡2 принимает
выражение:

𝑡2(𝑥 = 𝑥min) = −
𝑚2

MED𝐸0

𝐸0 −𝑚MED
(𝜃2MED −𝑚2

𝑙 /𝐸
2
0), (2.20)

откуда видно, что в общем случае при наличии t-канала в процессе рождения
медиатора на ядре для корректных расчетов при 𝜃MED = 0 необходимо учи­
тывать массу налетающей частицы, принимая во внимание sin(𝜃)

𝜃→0∼ 𝜃 для
коэффициента в сечении (2.9).

Далее, подставив явный вид 𝑈 получим выражение для квадрата мини­
мального переданного импульса:

𝑡min(𝑥, 𝜃MED) = 1/(4𝐸2
0)
[︀
𝑥(𝐸2

0𝜃
2
MED +𝑚2

𝑙 )/(1− 𝑥) +𝑚2
MED/𝑥

]︀2
,

откуда видно, что выражение для 𝑡min(𝑥, 𝜃MED) представляет собой сумму двух
гипербол с асимптотами в 𝑥 = 0 и 𝑥 = 1 и, следовательно, принимает макси­
мальные значения в их близи для 𝑥 ∈ (𝑥min, 𝑥max). Далее, подставляя значения
на границах 𝑥min и 𝑥max и принимая во внимание условие 𝑚𝑙,𝑚MED ≪ 𝐸0, по­
лучим:

𝑡min(𝑥 = 𝑥min, 𝜃MED) ≈ 𝑚2
MED(1 + 𝜃2MED)

2/4 < 𝑚2
MED, (2.21)

𝑡min(𝑥 = 𝑥max, 𝜃MED) ≈
𝐸4

0

4𝑚2
𝑙

(︂
𝜃2MED +

𝑚2
𝑙

𝐸2
0

+
𝑚2

MED𝑚𝑙

𝐸3
0

)︂2

>
𝐸4

0

4𝑚2
𝑙

𝜃4MED. (2.22)

Из полученных выражений видно, что 𝑡min на границе 𝑥max может принимать
большие нефизические значения. В частности, данные значения приводят к рез­



50

кому скачку дифференциального сечения по 𝑥, что влечет переоценку сечения.
Действительно, в случае 𝑡min ≫ 𝑡max и 𝑡max > 𝑡a, 𝑡d для потока фотонов с
форм-фактором Тсаи-Шиффа справедливо 𝜒 ∼ 𝑍2𝑡min, что видно из форму­
лы (2.31). Более того, при 𝑡max ≫ 𝑡a, 𝑡d выполняется 𝜒 ≈ 𝑍2𝑡min/(3𝑡

3
max). Од­

нако, в виду того, что 𝑡min принимает большие значения только вблизи неболь­
шой области 𝑥max, существенной переоценки полного сечения не происходит.
Для того, чтобы избежать этого необходимо занулить поток фотонов (2.6) при
𝑡min > 𝑡max.

Далее, можно показать, что квадрат минимального переданного импуль­
са (2.16) достигает минимума в точке:

𝑥m =

(︂
1 +𝑚−1MED

√︁
𝑚2
𝑙 + 𝐸2

0𝜃
2
MED

)︂−1
,

и принимает значение в этой точке:

𝑡min(𝑥 = 𝑥m, 𝜃MED) =
𝑚2

MED

4𝐸2
0

(︂
𝑚MED + 2

√︁
𝑚2
𝑙 + 𝐸2

0𝜃
2
MED

)︂2

>
𝑚4

MED

4𝐸2
0

. (2.23)

Стоит отметить, что выражение для минимального значения 𝑡min позволяет оце­
нить влияние потока фотонов на дифференциальное сечение (разд. 2.1.2). Кро­
ме того, в выражении для квадрата минимального переданного импульса (2.16)
можно пренебречь зависимостями от угла и энергии излученного медиатора,
положив для 𝑡min минимальное значение 𝑡IWW

min = 𝑚4
MED/(2𝐸0)

2. В этом случае,
приближение переходит в хорошо известный улучшенный метод Вайцзеккера­
Вильямса с потоком фотонов 𝜒IWW, который не зависит от угла и энергии меди­
атора [47; 51; 147; 154]. Однако, с учетом того, что для 𝑡min берется наименьшее
значение и подынтегральное выражение потока фотонов положительно, улуч­
шенный метод Вайцзеккера-Вильямса приводит к переоценке сечения.

2.1.2 Форм-фактор

В этом разделе рассматривается влияние на поток виртуальных фото­
нов (2.6) различных параметризации для атомного и ядерного форм-факто­
ров (2.27) в приближении тяжёлого ядра для процесса рождения медиатора на
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ядре (2.1). В общем случае, взаимодействие электромагнитного поля и адрона
может быть эффективно представлено как [155]:

ℒ = −1
4
𝐹𝜇𝜈𝐹

𝜇𝜈 − 𝐴𝜇𝒥 𝜇, (2.24)

где 𝒥 𝜇 - адронный ток. Стоит отметить, что из-за сложности устройства внут­
ренней структуры адронов, ток 𝒥 𝜇 описывается феноменологически. Структу­
ра адронного тока устанавливается исходя из общих кинематических соображе­
ний, что приводит к параметризации тока форм-факторами [52].

Важную роль в интерпретации форм-факторов играет система отсче­
та Брейта, в которой начальная и конечная энергии ядра совпадают, и, как
следствие, для квадрата переданного импульса в этой системе справедли­
во 𝑡 = |𝑞|2 > 0 [156]. Как можно заметить, выражение для 𝑡 согласуется
с полученным выражением (2.14) в приближении Вайцзеккера-Вильямса. В об­
щем случае лабораторная система нетривиально связана с системой Брейта.
Однако, для тяжелых ядер типичный импульс передачи равен |𝑞| ≲ 100 МэВ,
а типичная масса ядра равна 𝑀 ∝ 𝒪(100) ГэВ. Тогда, с учетом |𝑞| ≪ 𝑀 , из­
менением начального и конечного состояний ядра можно пренебречь, поэтому
система Брейта в этом случае совпадает с системой покоя ядра (лабораторная
система) [52]. Связь между углами в лабораторной системе 𝜃L и системе Брей­
та 𝜃B принимает вид [157]:

cos2(𝜃B/2) = cos2(𝜃L/2)/(1 + 𝜏), 𝜏 = 𝑞2/(4𝑀 2)≪ 1⇒ 𝜃B ≈ 𝜃L. (2.25)

Следовательно, в дальнейших рассуждениях используется лабораторная систе­
ма и индекс для лабораторной системы и системы Брейта может быть опущен. В
случае упругих взаимодействий тип адрона не меняется, и, как следствие, форм­
факторы зависят только от квадрата переданного импульса т.к. (𝑃, 𝑞) = 0.

Ток перехода при электромагнитном взаимодействии для бесспинового тя­
желого ядра в общем случае [50; 51; 147; 149] и в системе Брейта [158] имеет
вид:

𝒥 𝜇 = 𝐹s(𝑡)(𝑃𝑓 + 𝑃𝑖)
𝜇, 𝒥 0 = 𝐹s(𝑡)(𝑃

0
𝑓 + 𝑃 0

𝑖 ) ≈ 2𝑀𝐹s(𝑡), 𝒥 = 0, (2.26)



52

где 𝐹s(𝑡) - скалярный форм-фактор, который является положительной веще­
ственной функцией при 𝑡 > 0. Из выражений (2.26) видно, что внутренняя
структура бесспинового ядра при электромагнитном взаимодействии влияет
только через пространственное распределение заряда.

В результате, для тяжелых ядер форм-фактор связан с плотностью за­
ряда ядра в лабораторной системе отсчета через обратное преобразование Фу­
рье [159]:

𝐹 (𝑡) =

∫︁
𝜌(𝑟)𝑒𝑖𝑡𝑟𝑑3𝑟 = 4𝜋

∫︁
𝑟

𝑡
𝜌(𝑟) sin(𝑡𝑟)𝑑𝑟, (2.27)

где 𝜌(𝑟) - соответствующая ядерная плотность и обозначение форм-факто­
ра 𝐹 (𝑡) используется как для бесспиновых, так и для спиновых тяжелых ядер.
Действительно, для тяжелых ядер вклад от магнитного форм-фактора либо
отсутствует (2.26), либо им можно пренебречь. Тогда, в этом случае форм-фак­
тор (2.27) при нулевом переданном импульсе характеризует эффективный заряд
рассматриваемой системы.

Атомный форм-фактор можно представить как ядерный форм-фактор,
для которого учтено экранирование ядра кулоновским полем за счет атомных
электронов. Действительно, в пределе 𝑡 → 0 ядерный форм-фактор стремится
к 𝐹nucl(𝑡) → 1, в отличие от атомного форм-фактора, для которого справедливо
𝐹atom(𝑡) → 0 при 𝑡 → 0. Кроме того, плотность экранирующего заряда атомно­
го форм-фактора может быть представлена как свертка плотности заряда ядра
с удельной плотностью экранирования. В частности, используя свойства Фу­
рье преобразований, для получения атомного форм-фактора следует умножить
ядерный форм-фактор (2.27) на экранирующий множитель 𝑡/(𝑡𝑎+𝑡), введенный
Л. Шиффом [160], который представляет собой форм-фактор экранированного
атома водорода [47].

Рассмотрим упругий форм-фактор для атома, который был использован
Тсаи [48] и Шиффом [161], в следующем виде [50]:

𝐹TS(𝑡) =
𝑡

(𝑡a + 𝑡)
𝐹TSnucl(𝑡), 𝐹TSnucl(𝑡) =

1

(1 + 𝑡/𝑡d)
, (2.28)

где
√︁
𝑡
1/2
a = 1/𝑅a - типичный импульс, связанный с экранировкой ядра ку­

лоновским полем от атомных электронов, 𝑅a = 111𝑍−1/3/𝑚𝑒 - типичная ве­
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личина атомного радиуса,
√
𝑡d = 1/𝑅n - типичный импульс, связанный с

размером ядра, 𝑅n ≃ 1/
√
𝑑 и 𝑑 = 0.164𝐴−2/3 ГэВ2. Также стоит отметить,

что ядерному форм-фактору 𝐹TSnucl(𝑡) соответствует зарядовая плотность Юка­
вы [159]. Поведение форм-фактора определяется переменной 𝑡min, для которого
справедлива приближенная формула (2.16). В частности, если 𝑡min/𝑡a ≪ 1, то
имеет место режим полного экранирования, что означает малый переданный
ядром импульс и характерный атомный упругий форм-фактор много меньше
единицы, 𝐹TS(𝑡) ≃ 𝑡/𝑡a ≪ 1. С другой стороны, режима экранирования не
возникает при 𝑡min/𝑡a ≫ 1. В этом случае упругий форм-фактор атома ведет
себя как 𝐹TS(𝑡) ≃ 1/(1 + 𝑡/𝑡d) и преобладает вклад от учета размера ядра.
Стоит отметить, что пространства параметров 1 МэВ ≲ 𝑚MED ≲ 1 ГэВ
и 10 ГэВ ≲ 𝐸𝑙 ≲ 100 ГэВ как параметры экранирования, так и парамет­
ры размера ядра могут вносить вклад в поток виртуальных фотонов и, таким
образом, в общий выход рождения медиатора темной материи.

Далее, перейдем к ядерному форм-фактору Хельма 𝐹Hnucl
(𝑡), который свя­

зан с плотностью заряда как свертка сферически однородного заряда внутри
ядра и гауссовского профиля для более точного учет края ядра [162]. Тогда,
ядерный форм-фактор Хелма 𝐹Hnucl

(𝑡) и соответствующий атомный форм-фак­
тор Хельма 𝐹H(𝑡) принимают вид [31; 163]:

𝐹Hnucl
(𝑡) =

3𝑗1(
√
𝑡𝑅H)√

𝑡𝑅H

𝑒−𝑠
2
H𝑡/2, 𝐹H(𝑡) = 𝑡/(𝑡a + 𝑡)𝐹Hnucl

(𝑡), (2.29)

где 𝑗1(𝑥) - сферическая функция Бесселя первого рода, эффективный ядерный
радиус 𝑅H может быть параметризован как:

𝑅H =
√︁
𝑐2H + (7/3)𝜋2𝑎2H − 5𝑠2H,

где 𝑠H = 0.9 фм - толщина ядерной оболочки, 𝑎H = 0.52 фм
и 𝑐H = (1.23𝐴1/3 − 0.6) фм. Стоит отметить, что для форм-фактора Хел­
ма используется условие 𝐹Hnucl

= 0 при 𝑡 ≳ (4.49/𝑅H)
2, т.е. значением

форм-фактора на этом диапазоне квадрата переданного импульса ядру мож­
но пренебречь [31].
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Рассмотрим экспоненциальный атомный форм-фактор, для которого со­
ответствующая плотность заряда представлена гауссовским распределением,
принимающий вид [164]:

𝐹E(𝑡) = 𝑡/(𝑡a + 𝑡) exp
(︀
−𝑡𝑅2

exp/6
)︀
, (2.30)

где средний радиус ядра определяется как 𝑅exp = (0, 91𝐴1/3 + 0, 3) фм. Как об­
суждалось выше, для учета экранирования кулоновского поля ядра атомными
электронами в уравнении (2.30) введен экранирующий множитель 𝑡/(𝑡a + 𝑡).

Опишем поведение упругих форм-факторов 𝐹 (𝑡) в зависимости от квад­
рата переданного импульса 𝑡. При значениях 𝑡 от 𝒪(10−8) ГэВ2 до 𝒪(10−3) ГэВ2

все виды рассматриваемых атомных и ядерных форм-факторов принимают зна­
чение 𝒪(1) ГэВ2, однако при значениях 𝑡 ≲ 𝒪(10−8) ГэВ2 атомные стремят­
ся к 0, а ядерный принимает постоянное значение 𝒪(1) форм-факторы. При
𝑡 ≳ 𝒪(10−3) ГэВ2 ядерные форм-факторы совпадают с соответствующими
атомными форм-факторами. Кроме того, в этой области происходит резкое па­
дение значений форм-фактора. В частности, зарезание происходит для хель­
мовского форм-фактора при 𝑡 ≃ 𝒪(10−2) ГэВ2, для экспоненциального при
𝑡 ≃ 𝒪(10−1) ГэВ2, однако форм-фактор Тсаи-Шиффа падает достаточно мед­
ленно, по степенному закону.

Стоит отметить, что существуют также модели форм-фактора, учитыва­
ющие плотность заряда как сумму функций Гаусса, Фурье-Бесселя и плотности
заряда Клейна-Нистранда [159; 165—168]. Кроме того, в литературе обсуждает­
ся распределение Ферми для заряда ядра [163; 167].

Поток виртуальных фотонов

Важно отметить, что интегрирование по квадрату переданного импульса
для потока виртуальных фотонов (2.6) и упругого форм-фактора Тсаи-Шиф­
фа (2.28) можно выполнить аналитически через элементарные функции. По­
следнее упрощение может быть использовано как для сокращения вычисли­
тельного времени численного интегрирования, так и для аналитического инте­
грирования дифференциального сечения (2.9). В частности, виртуальный поток
фотонов в аналитической форме для атомного форм-фактора Тсаи-Шиффа вы­
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глядит следующим образом [51]:

𝜒
TS

=
𝑍2𝑡2d

(𝑡a − 𝑡d)3

{︂
[𝐶𝜒

1 + 𝐶𝜒
2 𝑡min] + [𝐶𝜒

3 − 2𝑡min] ln

[︂
𝑡min + 𝑡d
𝑡min + 𝑡a

]︂}︂
, (2.31)

где коэффициенты 𝐶𝜒
1 , 𝐶𝜒

2 и 𝐶𝜒
3 определяются следующими выражениями, со­

ответственно:

𝐶𝜒
1 =

{︂
𝑡d(𝑡a − 𝑡d)
𝑡d + 𝑡max

+
𝑡a(𝑡a − 𝑡d)
𝑡a + 𝑡max

− 2(𝑡a − 𝑡d) + (𝑡a + 𝑡d) ln

[︂
(𝑡d + 𝑡max)

(𝑡a + 𝑡max)

]︂}︂
,

𝐶𝜒
2 =

(︂
𝑡a − 𝑡d
𝑡d + 𝑡max

+
𝑡a − 𝑡d
𝑡a + 𝑡max

+ 2 ln

[︂
𝑡d + 𝑡max

𝑡a + 𝑡max

]︂)︂
, 𝐶𝜒

3 = −(𝑡a + 𝑡d).

Аналогично, для экспоненциального атомного форм-фактора (2.30), поток вир­
туальных фотонов (2.6) выражается аналитически через специальные функции
как:

𝜒
E
= 𝑍2

(︃
𝑡a + 𝑡min

𝑡+ 𝑡a
𝑒−

𝑅2
exp𝑡

3 +

+
3 +𝑅2

exp(𝑡a + 𝑡min)

3
𝑒
𝑅2
exp𝑡a

3 Ei

[︃
−
𝑅2

exp(𝑡+ 𝑡a)

3

]︃)︃⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑡𝑚𝑎𝑥

𝑡𝑚𝑖𝑛

, (2.32)

где Ei(𝑥) =
∫︀ 𝑥
−∞ 𝑒

𝑡/𝑡 𝑑𝑡— интегральная показательная функция. Однако, поток
фотонов с форм-фактором Хельма не может быть проинтегрирован аналитиче­
ски в элементарных функциях и для него используется численное интегриро­
вание. Также стоит отметить, что соответствующие неэкранированные потоки
фотонов могут быть получены из (2.31) и (2.32) при 𝑡a = 0.

На рисунке 2.2 изображен поток виртуальных фотонов для различ­
ных форм-факторов как функция от квадрата минимального переданного
импульса (2.16). Из приведенного графика видно, что для 𝑡min в диапазоне
от 10−10 ГэВ2 до 10−3 ГэВ2 отличие во вкладах в поток фононов для различ­
ных атомных форм-факторов на уровне 5%. Также, на этом рисунке видно, что
до значения 𝑡min ≈ 10−3 ГэВ2 форм-факторы Хельма (2.29) и экспоненциаль­
ный (2.30) дают больший вклад, чем Тсаи-Шиффа (2.28). Однако, при значени­
ях 𝑡min > 10−3 ГэВ2 происходит почти полное зарезание потока фотонов для
хельмовского и экспоненциального форм-факторов относительно форм-факто­
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Рисунок 2.2 — (Слева) виртуальный поток фотонов как функция нижнего пре­
дела 𝑡min при массе медиатора 1 ГэВ для форм-факторов Тсаи-Шиффа 𝐹TS

(зеленая пунктирная линия), ядерного Хелма 𝐹Hnucl
(синяя сплошная линия),

атомного Хелма 𝐹𝐻 (красная пунктирная линия) и атомного экспоненциально­
го 𝐹E (оранжевая пунктирная линия). (Справа) относительная разница между
эталонным потоком виртуальных фотонов с форм-фактором Тсаи-Шиффа и
другими форм-факторами.

ра Тсаи-Шиффа, что приводит к разнице около 100% для 𝑡min > 10−2 ГэВ2.
Стоит отметить, что зарезание для диапазона 𝑡min > 10−3 ГэВ2 в случае хель­
мовского форм-фактора происходит сильнее экспоненциального форм-фактора.
Для региона 𝑡min < 𝑡a ≈ 10−9 ГэВ2 вклад от учета экранирования атомными
электронами становится заметным. На это диапазоне вклад в поток фотонов
от ядерного на 10 − 15% больше атомного форм-фактора. Однако, для диапа­
зона 𝑡min ≫ 𝑡a эффект экранирования незначительный и атомный и ядерный
форм-факторы совпадают.

Далее, с учетом формулы (2.23), характерные массы медиатора темной
матери, ниже которых значительный эффект оказывает экранирование ядра
атомными электронами, принимают значения 𝑚MED ≈ (4𝐸2

0𝑡a)
1/4. Аналогич­

но, характерные массы медиатора, выше которых начинается значительное за­
резание сечения Вайцзеккера-Вильямса потоком виртуальных фотонов, имеют
вид 𝑚MED ≈ (4𝐸2

0𝑡d)
1/4.
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2.1.3 Интегрирование по углу двойного
дифференциального сечения Вайцзеккера-Вильямса

В данном разделе рассматривается интегрирование по углу дважды диф­
ференциального сечения Вайцзеккера-Вильямса, которое позволяет упростить
расчеты и избежать проблем при численном вычислении двойного интеграла.
Дифференциальное сечение для комптон-подобного процесса излучения скаляр­
ного, псевдоскалярного, векторного, псевдовекторного и тензорного медиаторов
зависит от угла через переменные Мандельштама (2.4) как:

𝑑𝜎MED
2→2

𝑑(𝑝 · 𝑘)
=
|ℳMED

2→2 |2

8𝜋(𝑠2 −𝑚2
𝑙 )

2
=
𝑃 (𝑠2, 𝑡2, 𝑢2)

𝑓MED
Den (𝑈)

, 𝑓MED
Den (𝑈) = (𝑠2 −𝑚2

𝑙 )
𝑘(𝑢2 −𝑚2

𝑙 )
𝑙𝑡𝑛2 ,

(2.33)
где 𝑃 (𝑠2, 𝑡2, 𝑢2) - полиномиальная функция по всем аргументам, 𝑓MED

Den (𝑈) - зна­
менатель дифференциального сечения для комптон-подобного процесса излу­
чения медиатора, 𝑛 = 1, 𝑙 = 2, 𝑘 = 4 для тензорного медиатора,
𝑛 = 0, 𝑙 = 1, 𝑘 = 3 для остальных типов медиаторов и переменная 𝑈 опреде­
лена в формуле (2.15). Явный вид матричных элементов медиаторов приведен в
приложении А.1.2. В случае атомного форм-фактора Тсаи-Шиффа (2.28) мож­
но проинтегрировать по углу сечение Вайцзеккера-Вильямса (2.9), которое в
терминах переменной 𝑈 принимает вид:

𝑑𝜎(𝑝+ 𝑃𝑖 → 𝑝′ + 𝑃𝑓 + 𝑘)

𝑑𝑥𝑑𝑈

⃒⃒⃒⃒
WW

=
𝛼𝜒

𝜋

1

2𝐸2
𝑙 𝑥

𝐸2
𝑙 𝑥

1− 𝑥

√︃
1− 𝑚2

MED

(𝑥𝐸𝑙)2
|ℳMED

2→2 |2

8𝜋(𝑠2 −𝑚2
𝑙 )

2
,

(2.34)
где в формуле (2.34) использована замена перемен­
ной 𝑑cos(𝜃MED) = −1/(2𝑥𝐸2

0)𝑑𝑈 с новыми пределами интегрирования:

𝑈max = 𝐸2
𝑙 𝜃

2
𝑚𝑎𝑥𝑥+𝑚

2
MED(1−𝑥)/𝑥+𝑚2

𝑙 𝑥, 𝑈min = 𝑚2
MED(1−𝑥)/𝑥+𝑚2

𝑙 𝑥, (2.35)

В итоге, используя при разложении на простые дроби выраже­
ния 𝑈 𝑙/𝑓MED

Den (𝑈) в подынтегральной функции (2.34), получим интегралы для
аналитического интегрирования двойного дифференциального сечения Вайц­
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зеккера-Вильямса как:

𝐼1(𝑥, 𝑈, 𝑙) = 𝑈 𝑙, 𝐼2(𝑥, 𝑈, 𝑙) =

𝑈𝑚𝑎𝑥∫︁
𝑈𝑚𝑖𝑛

𝑈 𝑙 ln

[︂
𝑈 2 + 𝑏(𝑥)

𝑈 2 + 𝑎(𝑥)

]︂
𝑑𝑈, 𝑙 ∈ Z, (2.36)

𝐼3(𝑥, 𝑈, 𝑙) =

𝑈𝑚𝑎𝑥∫︁
𝑈𝑚𝑖𝑛

𝑈 𝑙

𝑈 + 𝐴(𝑥)
𝑑𝑈, 𝑙 ≥ 0, (2.37)

𝐼4(𝑥, 𝑈, 𝑙) =

𝑈𝑚𝑎𝑥∫︁
𝑈𝑚𝑖𝑛

𝑈 𝑙

𝑈 + 𝐴(𝑥)
ln

[︂
𝑈 2 + 𝑏(𝑥)

𝑈 2 + 𝑎(𝑥)

]︂
𝑑𝑈, 𝑙 ≥ 0, (2.38)

где явный вид для 𝐼1(𝑥, 𝑈, 𝑙) тривиален, а для остальных интегралов выше
явный вид приведен в приложении А.1.5. Как видно из выражения выше,
в случае тензорного медиатора необходимо дополнительно вычислить инте­
грал 𝐼4(𝑥, 𝑈, 𝑙) в отличие от других типов медиаторов. Частный вид выраже­
ний выше был использован в случае мюонного первичного пучка при расчете
дифференциального сечения рождения векторного, скалярного и псевдоскаляр­
ного медиаторов на активной мишени в статье [148]. Также стоит отметить,
что зануление массы налетающего лептона может привести к неопределенно­
сти в итоговом выражении в случае наличия t-канала. Действительно, инте­
грал 𝐼4(𝑥, 𝑈min, 𝑙) содержит ln(𝑚2

𝑙 𝑥), где 𝑈min определен в выражении (2.35).

2.2 Сечение аннигиляции через медиатор

В данном разделе рассматриваются выражения ширин и сечений для анни­
гиляции через медиатор. В частности, аннигиляция в темную материю исполь­
зуется для расчетов ограничений на константу взаимодействия между медиато­
ром и электроном. Реакции аннигиляции через медиатор в электрон-позитрон­
ную пару используются для расчетов реликтовых кривых термальной легкой
темной материи.

Далее, приведем ширины распада скалярного и тензорного медиаторов
темной материи для невидимой моды. Для невидимой моды предполагается,
что темная материя легче медиатора, т.е. справедливо 𝑚MED ≳ 2𝑚DM. В на­
шем исследовании мы считаем, что для ширин распада медиатора выполняется
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соотношение ΓMED → 𝑒−𝑒+ ≪ ΓMED → DM DM и, следовательно, для полной ши­
рины распада медиатора справедливо Γtot ≃ ΓMED → DM DM. Расчеты ширин
выполнялись с использованием пакета FeynCalc [169; 170] в программе Wolfram
Mathematica [171].

Ширины распада для скалярного электронспецифического медиатора в
случае векторной [134], дираковской [93; 130], майорановской [131], скаляр­
ной [131] темной материи и для электрон-позитронной пары принимают сле­
дующий вид, соответственно:

Γ𝜑→𝑉 𝑉 =
1

2
·
4𝜋𝛼𝑉𝑚

3
𝜑

32𝜋

(︃
1− 4𝑚2

V

𝑚2
𝜑

)︃3/2

, (2.39)

Γ𝜑→𝜓𝜓 =
4𝜋𝛼𝜓𝑚𝜑

8𝜋

(︃
1−

4𝑚2
𝜓

𝑚2
𝜑

)︃3/2

, (2.40)

Γ𝜑→𝜒𝜒 =
1

2
· 4𝜋𝛼𝜒𝑚𝜑

8𝜋

(︃
1−

4𝑚2
𝜒

𝑚2
𝜑

)︃3/2

, (2.41)

Γ𝜑→𝑆𝑆 =
1

2
· 4𝜋𝛼𝑆
16𝜋𝑚𝜑

(︃
1− 4𝑚2

𝑆

𝑚2
𝜑

)︃1/2

, (2.42)

Γ𝜑→𝑒+𝑒− ≃
(𝑐𝜑𝑒𝑒)

2𝑚𝜑

8𝜋

(︃
1− 4𝑚2

𝑒

𝑚2
𝜑

)︃3/2

, (2.43)

Аналогично, в случае электронспецифического тензорного медиатора ширины
распада для дираковской, скалярной, векторной темной материей и электрон­
позитронной пары принимают следующие выражения, соответственно [32]:

Γ𝐺→𝜓𝜓 =
4𝜋𝛼𝜓𝑚

3
𝐺

160𝜋

(︃
1 +

8

3

𝑚2
𝜓

𝑚2
𝐺

)︃(︃
1− 4

𝑚2
𝜓

𝑚2
𝐺

)︃3/2

, (2.44)

Γ𝐺→𝑆𝑆 =
4𝜋𝛼𝑆𝑚

3
𝐺

960𝜋

(︂
1− 4

𝑚2
𝑆

𝑚2
𝐺

)︂5/2

, (2.45)

Γ𝐺→𝑉 𝑉 =
4𝜋𝛼𝑉𝑚

3
𝐺

960𝜋

(︂
1− 4

𝑚2
𝑉

𝑚2
𝐺

)︂1/2(︂
13 + 56

𝑚2
V

𝑚2
𝐺

+ 48
𝑚4

V

𝑚4
𝐺

)︂
, (2.46)

Γ𝐺→𝑒+𝑒− ≃
(𝑐G𝑒𝑒/Λ)

2𝑚3
𝐺

160𝜋
, (2.47)
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2.2.1 Аннигиляция в темную материю через
медиатор

В случае экспериментов с фиксированной мишенью процесс электрон­
позитронной аннигиляции в темную материю может возникать в результате
взаимодействия вторичных позитронов электромагнитного ливня с атомны­
ми электронами в толстой активной мишени. В свою очередь, электромагнит­
ный ливень возникает в результате падения высокоэнергетического первично­
го электронного или позитронного пучка на мишень. Также стоит отметить,
что из-за соотношения масс 𝑚𝑒 ≪ 𝑚MED, вклад в рождение темной материи
дают только ультрарелятивистские позитроны и, следовательно, можно поло­
жить |𝑝𝑒+| ≃ 𝐸𝑒+. Далее, пренебрегая движением электрона в атоме, типич­
ные импульсы атомных электронов и вторичных позитронов можно записать
как 𝑝𝑒− = (𝑚𝑒, 0, 0, 0) и 𝑝𝑒+ ≃ (𝐸𝑒+, 0, 0, 𝐸𝑒+), соответственно. Таким образом,
инвариантная масса принимает следующее выражение:

𝑠 = (𝑚𝑒 + 𝐸𝑒+)
2 − |𝑝𝑒+|2 = 𝑚2

𝑒 + 2𝑚𝑒𝐸𝑒+ ≃ 2𝑚𝑒𝐸𝑒+. (2.48)

Принимая во внимание, что эксперименты с фиксированной мишенью ограни­
чены по энергии нижним порогом 𝐸cut и энергией первичного пучка 𝐸0, масса
медиатора, на которую можно наложить ограничения в резонансном процессе,
лежит в диапазоне

√
2𝐸cut𝑚𝑒 ≲ 𝑚MED ≲

√
2𝐸0𝑚𝑒.

Важно отметить, что для расчета резонансного полного сечения для про­
цесса электрон-позитронной аннигиляции в пару частиц темной материи через
медиатор можно использовать формулу Брейта-Вигнера [172]:

𝜎𝑒−𝑒+→MED→DM DM = 𝑁BW
spin

16𝜋

(1−4𝑚2
𝑙 /𝑠)

Γin(𝑠)Γout(𝑠)

(𝑠−𝑚2
MED)

2+𝑚2
MED(Γ𝑡𝑜𝑡)

2
, (2.49)

где 𝑁BW
spin = 𝐶BW(2𝐽 + 1)(2𝑆1+1)−1(2𝑆2+1)−1 - коэффициент, учитывающий

внутренние степени свободы, 𝑠 - инвариантная масса, Γtot - полная ширина рас­
пада медиатора, Γin, Γout - ширины распада медиатора в начальное и конечное
состояния, соответственно, 𝐽 - спин медиатора, 𝑆1 и 𝑆2 - спины начальных ча­
стиц, 𝐶BW = 1 и 𝐶BW = 2 для различных и одинаковых частиц в исходном



61

состоянии, соответственно. Действительно, фактор 𝐶BW компенсирует допол­
нительный множитель в ширине распада в случае одинаковых частиц [173].
Положение пика связано только с массой медиатора и не зависит от типичной
величины темной и электромагнитной постоянных тонкой структуры 𝛼DM и 𝛼,
соответственно. Кроме того, решение уравнения (𝑠 −𝑚2

MED)
2 ≃ 𝑚2

MED Γ2
tot в

знаменателе формулы (2.49) позволяет оценить ширину пика около резонанс­
ной области на половине высоты как Δ𝑠 = 𝑚MEDΓtot, и, следовательно, спра­
ведлива оценка Δ𝑠 ∼ 𝛼DM. Из формулы (2.49) видно, что при резонансных
значениях 𝑠 ≈ 𝑚2

MED, пиковое значение сечения принимает вид:

𝜎peak𝑒−𝑒+→MED→DM DM = 𝑁BW
spin

16𝜋

(𝑚2
MED−4𝑚2

𝑙 )

Γin(𝑚
2
MED)

Γout(𝑚2
MED)

∼ 𝛼/𝛼DM. (2.50)

Также стоит упомянуть, что вклад в сечение в области 4𝑚2
DM ≲ 𝑠 ≲ 𝑚2

MED

связан с тем, что медиатор лежит вне массовой оболочки, и, как следстивие,
соответствующий вклад подавлен.

В случае невидимой моды, считая полную ширину малой
как Γ𝑡𝑜𝑡/𝑚MED ≪ 1 и используя представление дельта-функции Дирака
как 𝛿(𝑥) = limΓ→0 Γ/[𝜋(𝑥2 + Γ2)], формула Брейта-Вигнера в приближении
узкой ширины принимает следующий вид:

𝜎𝑙−𝑙+→MED→DM DM = 𝑁BW
spin

16𝜋

(1−4𝑚2
𝑙 /𝑠)

𝜋Γin(𝑠)

𝑚2
MED

𝛿(𝑠−𝑚2
MED), (2.51)

где принято во внимание, что Γout/Γ𝑡𝑜𝑡 ≈ 1. Из формулы (2.51) видно, что в
приближении узкой ширины процесс аннигиляции заряженной лептонной пары
в темную материю проходит только через резонанс находящийся на массовой
оболочке. Так же стоит отметить, что в приближении узкой ширины для ан­
нигиляции лептонной пары в темную материю полное сечение не зависит от
типа темной материи. Кроме того, приближение узкой ширины справедливо в
предельном случае 𝑚DM/𝑚MED → 1/2.

Явный вид сечений аннигиляции электрно-позитронной пары в темную
материю приведен в приложении А.1.4 для скалярного медиатора в форму­
лах (А.17) - (А.20) и для тензорного медиатора в выражениях (А.10) - (А.12).
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2.2.2 Аннигиляция в лептон-антилептонную пару
через медиатор

Меняя местами входящий и выходящий канал в формуле Брейта-Вигне­
ра (2.49), получим аналогичную формулу для расчета аннигиляции темной ма­
терии в электрон-позитронную пару. В частности, явный вид сечений анниги­
ляции приведен для скалярного медиатора в формулах (А.13) - (А.16) и для
тензорного медиатора в выражениях (А.6) - (А.8).

Нерелятивистское приближение

Для получения выражений для сечений аннигиляции в нерелятивист­
ском приближении можно использовать выражения для инвариантной мас­
сы 𝑠 ≃ 4𝑚2

DM и скорости Мольера в системе центра масс (1.17). В частно­
сти, для скалярного электронспецифического медиатора в случае майоранов­
ской [41; 131], дираковской [93; 174], скалярной [131] и векторной темной мате­
рии справедливо, соответственно:

𝑣Mol𝜎𝜒𝜒→𝜑→𝑒+𝑒−=
4𝜋𝛼𝜒(𝑐

𝜑
𝑒𝑒)

2𝑚2
𝜒𝛽

3
𝑒(4𝑚

2
𝜒)

8𝜋𝐷𝜑
𝜒

(︀
4𝑚2

𝜒

)︀ 𝑣2Mol, (2.52)

𝑣Mol𝜎𝜓𝜓→𝜑→𝑒+𝑒−=
4𝜋𝛼𝜓(𝑐

𝜑
𝑒𝑒)

2𝑚2
𝜓𝛽

3
𝑒(4𝑚

2
𝜓)

8𝜋𝐷𝜑
𝜓(4𝑚

2
𝜓)

𝑣2Mol, (2.53)

𝑣Mol𝜎𝑆𝑆→𝜑→𝑒+𝑒−=
4𝜋𝛼S(𝑐

𝜑
𝑒𝑒)

2𝛽3
𝑒(4𝑚

2
𝑆)

4𝜋𝐷𝜑
𝑆 (4𝑚

2
𝑆)

, (2.54)

𝑣Mol𝜎𝑉 𝑉→𝜑→𝑒+𝑒−=
4𝜋𝛼V(𝑐

𝜑
𝑒𝑒)

2𝑚4
𝑉 𝛽

3
𝑒(4𝑚

2
𝑉 )

18𝜋𝐷𝜑
𝑉 (4𝑚2

𝑉 )
𝑣2Mol, (2.55)

где для совпадения с источниками необходимо положить
𝐷2

DM(4𝑚
2
DM) ≃ (4𝑚2

DM − 𝑚2
𝜑)

2, и были использованы обозначения:

𝛽𝑓(𝑠) =
√︁

1− 4𝑚2
𝑓/𝑠, 𝐷MED

DM (𝑠) = (𝑠−𝑚2
MED)

2 +𝑚2
MEDΓ

2
MED→DM DM. (2.56)

Также стоит отметить, что в случае скалярного медиатора и майорановской,
дираковской и векторной темной материи аннигиляция происходит в p-волну, а
для скалярной темной материи в s-волну. Аналогично, для тензорного электрон­
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специфического медиатора выполняется и дираковской, скалярной и векторной
темной материи справедливо, соответственно [175]:

𝑣Mol𝜎𝜓𝜓→𝐺→𝑒+𝑒−=
4𝜋𝛼𝜓(𝑐

G
𝑒𝑒)

2𝑚6
𝜓𝛽

3
𝑒(4𝑚

2
𝜓)
(︀
3 + 2𝑚2

𝑒/𝑚
2
𝜓

)︀
72𝜋𝐷G

𝜓

(︁
4𝑚2

𝜓

)︁ 𝑣2Mol, (2.57)

𝑣Mol𝜎𝑆𝑆→𝐺→𝑒+𝑒−=
4𝜋𝛼S(𝑐

G
𝑒𝑒)

2𝑚6
S𝛽

3
𝑒(4𝑚

2
S)
(︀
3 + 2𝑚2

𝑒/𝑚
2
S

)︀
360𝜋𝐷G

S (4𝑚2
S)

𝑣4Mol, (2.58)

𝑣Mol𝜎𝑉 𝑉→𝐺→𝑒+𝑒−=
4 · 4𝜋𝛼V(𝑐

G
𝑒𝑒)

2𝑚6
V𝛽

3
𝑒(4𝑚

2
V)
(︀
3 + 2𝑚2

𝑒/𝑚
2
V

)︀
27𝜋𝐷G

V (4𝑚2
V)

, (2.59)

Кроме того, что для тензорного медиатора и дираковской, скалярной и век­
торной темной материи аннигиляции происходят в p-волну, d-волну и s-волну,
соответственно.

Также следует отметить, что с учетом формулы Брейта-Вигнера (2.49)
для обратного канала, при заданной ширине распада ΓMED→DM DM(𝑠) ∼ (1 −
4𝑚2

DM/𝑠)
𝑛/2 и 𝑛 < 2 для данного типа темной материи отсутствует подавление

по скорости. В частности, такой тип темной материи исключен из-за ограни­
чений из наблюдаемого спектра космического микроволнового излучения. Так­
же, термальные кривые при получении нерелятивистского приближения для
сечений аннигиляции выше в случае рассматриваемых типов темной материи
совпадают [57] с результатами расчета через разложение квадрата матричного
элемента в источнике [118].

Результаты второй главы

В данном разделе были приведены формулы для расчета дифференциаль­
ного сечения рождения скалярного и тензорного медиаторов темной материи
на тяжелом ядре в приближении Вайцзеккера-Вильямса в случае высокоэнерге­
тического первичного пучка. Приведены основные модели ядерных и атомных
форм-факторов и рассмотрены влияния экранирования атомными электрона­
ми и форм-факторов на соответствующий поток виртуальных фотонов. Также
получены ширины распада медиатора и полные сечения для процессов анни­
гиляции вторичных позитронов на атомных электронах мишени и механизма
истощения реликтового избытка темной материи.
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Глава 3

Ограничения на параметры темной материи

из экспериментов с фиксированной мишенью

Предположение о термальном происхождении темной материи интервале
масс от 𝒪(1) MeV до 𝒪(1) GeV переводит её пространство параметров в об­
ласть чувствительности установок с фиксированной мишенью и экспериментов
коллайдерного типа. Отсутствие сигнальных событий в данных экспериментах
позволяет исключать различные модели темной материи и ее медиаторов. При
падении высокоэнергетического лептона на мишень, приближение Вайцзеккера­
Вильямса и формула Брейта-Вигнера позволяют оценить сечения рождения ме­
диаторов, а следовательно верхний предел для ожидаемого числа испускаемых
медиаторов при рассеянии электронов на ядре и при аннигиляции вторичных
позитронов ливня в мишени, соответственно.

3.1 Лептонные эксперименты по поиску
темной материи

В данном разделе приводятся основные параметры экспериментов с фик­
сированной мишенью для различных лептонных пучков. Кроме того, дополни­
тельно приводятся сведения об электронных столкновительных экспериментах,
из которых можно получить ограничении на константы взаимодействия темной
материи.

3.1.1 Коллайдерные эксперименты

BaBar

BaBar является завершившимся экспериментом в SLAC (Stanford Linear
Accelerator Center), который изначально использовал асимметричную реакцию
электрон-позитронной аннигиляции для детального изучения нарушения CP­
симметрии при распадах B-мезонов [176]. Однако, электрон-позитронная анни­
гиляции в эксперименте BaBar позволяет поставить ограничения на константу
взаимодействие электрона и векторного медиатора темной материи [177—180]. А
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именно, для масс векторного медиатора ≲ 𝒪(1) ГэВ ограничения на константу
взаимодействия с электроном дают значение 𝜖 < 10−3 на уровне достоверно­
сти 90 %.

Belle II

Belle II представляет собой текущий эксперимент в японской организации
KEK (accelerator research organization) возле города Цукуба на ускорительном
комплексе SuperKEKB, который использует асимметричную реакцию электрон­
позитронной аннигиляции для изучения нарушения CP-симметрии при распа­
дах B-мезонов и их физики [45]. Аналогично, эксперимент Belle II дает ограни­
чения на переход материи в темный сектор [41].

3.1.2 Эксперименты с фиксированной мишенью

NA64𝑒

Эксперимент NA64𝑒 является калориметрическим экспериментом с фикси­
рованной мишенью, который расположен в северной зоне европейской организа­
ции ядерных исследований (ЦЕРН) на линии H4 протонного суперсинхротрона.
Попадающие на бериллиевую мишень с тонким свинцовым конвектором прото­
ны от ускорителя дают пучок ультрарелятивистских электронов (позитронов)
с энергией 𝐸0 ≃ 100 ГэВ, который рассеивается на ядрах активной толстой
мишени эксперимента NA64𝑒. Основным каналом для рождения электронов (по­
зитронов) служит реакция 𝜋0 → 𝛾𝛾 → 𝑒−𝑒+, где короткоживущие пионы
рождаются протонами в бериллиевой мишени и распадаются на гамма-кванты,
которые в свинцовым конвекторе переходят в электрон-позитронную пару [181].
Основные составляющие компоненты эксперимента NA64𝑒 это [181; 182]:

1. Трекер с малым поглощением энергии, позволяющий прецизионно из­
мерять начальный импульс пучка с точностью до 1%.

2. Два магнитных спектрометра, отклоняющих первичный пучок заря­
женных частиц и генерирующих синхротронное излучение.

3. Детектор синхротронного излучения, который используется для подав­
ления фона через детектирование заряженных частиц [183].
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4. Активная мишень, которая представляет собой электромагнитный ка­
лориметр с толщиной в 40 радиационных длин сегментированный на
ячейки из чередующихся пластиковых сцинтилляторов и свинцовых по­
глотителей.

5. Вето-счетчик и адронного калориметр с толщиной в 30 ядерных длин,
который служит для исключения фоновых ядерных реакций в мишени.

Невидимая мода распада предполагает, что распад медиатора в темный
сектор является доминирующим. Доля энергии первичного пучка 𝐸miss = 𝑥𝐸0

может быть унесена в результате рождения частиц темной материи, кото­
рые проходят все детектора эксперимента NA64𝑒 без взаимодействия и оса­
ждения энергии в случае невидимой моды. Оставшаяся часть энергии пучка,
𝐸rec
𝑒 ≃ (1 − 𝑥)𝐸0, может быть выделена в электромагнитном калориметре

NA64𝑒 электронами (позитронами) отдачи. Для ожидаемой формы электромаг­
нитного ливня типичная доля общего энерговыделения в мишени составляет 0, 5
от энергии первичного пучка, что влечет требование для доли недостающей
энергии 𝐸miss > 0, 5𝐸0 [184]. Для эксперимента NA64e используются следую­
щие параметры мишени:

𝜌 ≃ 11.34 г см−3, 𝐴 = 207 г моль−1, 𝑍 = 82, 𝐿𝑇 = 𝑋0, 𝑥𝑚𝑖𝑛 = 0.5, (3.1)

где 𝑍 - заряд ядра мишени, 𝐴 - атомный номер ядер мишени, 𝑋0 = 0.56 см - ра­
диационная длина электрона в свинце, 𝐿𝑇 - эффективная длина взаимодействия
и 𝑥min - порог доли унесенной энергии. Эффективности рождения на ядре 𝜂brem.MED

и в аннигиляции на атомных электронах 𝜂ann.MED принимаются на уровне 90% как
для электронного, так и для позитронного пучка [182]. Критерии отбора собы­
тий в набранную статистику для эксперимента NA64𝑒 можно сформулировать
следующим образом [182; 185]:

1. Трекерная система должна давать только один трек и импульс трека
пучка должен быть в пределах 100 ± 10 ГэВ.

2. Регистрируемая энергия в детекторе синхротронного излучения долж­
на соответствовать энергии синхротронного излучения от 𝑒± в магнитах
спектрометра.
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3. форма ливня в электромагнитном калориметре от события должна со­
ответствовать ожидаемой форме [184; 186; 187];

Прогнозируемая статистика для эксперимента NA64𝑒 в конечной фазе
≃ 5 × 1012 электронов упавших на мишень (EOT). Для оценки текущей
чувствительности эксперимента к обнаружению медиаторов темной материи ис­
пользовалась статистика набранная в 2016–2023 годах ≃ 9.37 × 1011 EOT [188].

NA64𝜇

Эксперимент NA64𝜇 работает в режиме мюонного пучка на линии M2 про­
тонного суперсинхротрона в северной зоне ЦЕРН, который использует структу­
ру детекторной системы эксперимента NA64𝑒. Однако, в эксперименте NA64𝜇
важна точная реконструкция импульса падающей частицы для выделения фо­
новых процессов, так как мюоны обычно проявляют себя как минимально иони­
зирующие частицы и проходят всю детекторную систему с малым изменением
импульса [189]. Для расчетов событий рождения медиаторов на мишени NA64𝜇
можно использовать параметры электронной моды (3.1), за исключением эф­
фективной длины взаимодействия 𝐿𝑇 ≃ 40𝑋0 ≃ 22.5 см. Также следует
отметить, что порог доли унесенной энергии 𝑥𝑚𝑖𝑛 = 0.5 получен как сумма
пиков минимальных ионизирующих частиц соответствующих энергетических
спектров [189]. Для оценки чувствительности NA64𝜇 используется энергия мю­
онного пучка 𝐸𝜇 ≃ 160 ГэВ и прогнозируемая статистика ≃ 5× 1013 мюонов
упавших на мишень (MOT) [190]. В эксперименте NA64𝜇 используется свинцо­
вый электромагнитный калориметр, для которого можно пренебречь потерями
для ультрарелятивистских мюонов из-за небольшого затухания энергии в свин­
це ⟨𝑑𝐸𝜇/𝑑𝑥⟩ ≃ 12.7×10−3 ГэВ/см [191]. Аналогично, критерии отбора событий
в статистику для эксперимента NA64𝜇 принимают следующий вид [190]:

1. Трекерная система должна регистрировать импульс пучка в преде­
лах 160 ± 20 ГэВ с одиночным треком.

2. Единственный трек, который входит в адронный калориметр, и пове­
дение этой частицы в адронном калориметре должно соответствовать
минимально ионизирующей частице.

3. Энерговыделение в калориметрической системе эксперимента должно
быть совместимым с минимально ионизирующей частицей.
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Интенсивность мюонного пучка на линии M2 в ≃ 10 раз выше электронной
моды на линии H4 из-за чего за схожее время эксперимент NA64𝜇 накопит
планируемую статистику быстрее чем эксперимент NA64𝑒.

LDMX

LDMX (Light Dark Matter Experiment) представляет собой планируемый
в лаборатории SLAC эксперимент с электронным пучком, который использует
уникальную методику измерения недостающего импульса электронов [192; 193].
Основные составляющие эксперимента LDMX это [192; 194]:

1. Система мечения состоящая из кремниевых модулей с ожидаемой точ­
ностью 1% и расположенной внутри дипольного магнита c 1.5 Т, кото­
рая используется для проверки требуемого полного импульса и направ­
ления падения пучка.

2. Тонкая мишень из алюминия или вольфрама c толщиной 0.1𝑋0−0.4𝑋0

расположенная в конце магнита по направлению пучка.
3. Трекер отдачи расположенный после мишени и перед электромагнит­

ным калориметром, используемый для измерения импульса более мяг­
ких вторичных электронов по сравнению с полученными системой ме­
чения.

4. Электромагнитный калориметр из чередующихся сцинтиллятора и
вольфрамового поглотителя, в котором падающие частицы образуют
электромагнитный ливень.

5. Адронным калориметром из чередующихся сцинтиллятора и железного
поглотителя с толщиной в 3 ядерных длины, улавливающий образовав­
шиеся адроны в электромагнитном калориметре.

Также следует подчеркнуть, что наличие магнитного поля между мишенью и
электромагнитным калориметром позволяет разделять электромагнитные лив­
ни от фотонов и электронов. Таким образом, для эксперимента LDMX исполь­
зуются следующие параметры:

𝜌 ≃ 2.7 г см−3, 𝐴 = 27 г моль−1, 𝑍 = 13, 𝐿𝑇 = 0.4𝑋0, 𝑥𝑚𝑖𝑛 = 0.7. (3.2)
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Энергия первичного пучка выбрана равной 𝐸0 ≃ 16 ГэВ, а прогнозируемая
статистика соответствует EOT ≃ 1015. Далее, правила отбора событий с недо­
стающим импульсом в LDMX принимают следующий вид [41]:

1. Импульс трека пучка должен быть измерен детектором на
уровне ≃ 16 ГэВ.

2. Кремниевый трекер, установленный ниже по потоку от мишени, дол­
жен отмечать большой перенос импульса частицы отдачи 𝑒±, связан­
ный с эмиссией темной материи.

3. Форма ливня в электромагнитном калориметре должна соответство­
вать ожидаемой [41], где подразумевается порог для энергии электрона
отдачи (позитрона) 𝐸rec

𝑒 ≲ 0.3𝐸0 ≃ 4.8 ГэВ.
Явное исследование оценки фоновых событий произведено только для рожде­
ния медиатора на ядрах мишени в режиме электронного пучка [195]. Одна­
ко, в дальнейших рассуждениях предполагается, что для позитронного пучка
LDMX и канала аннигиляции фоновые реакции будут аналогичными. Типич­
ные эффективности 𝜂brem.MED и 𝜂ann.MED оцениваются на уровне ≃ 50% в случаях
электронного и позитронного первичного пучка [194].

M3

M3 (Muon Missing Momentum Experiment) представляет собой разрабаты­
ваемый эксперимент в SLAC по измерению недостающего импульса мюонного
пучка на фиксированной мишени. Эксперимент M3 направлен на исследование
частиц темного сектора с помощью мюонной сигнатуры недостающего импуль­
са в процессе 𝜇 𝑁 → 𝜇 𝑁 MED(→ 𝜒𝜒̄). Аналогично как с NA64𝜇 и NA64𝑒,
эксперимент M3 рассматривается как дополнительный к LDMX и имеет схожую
детекторную базу [194]. Однако, основное различие между постановками экспе­
риментов M3 и LDMX заключается в использовании толстой активной мишени,
для которой можно выбрать параметры в виде [121]:

𝜌 ≃ 19.3 г см−3, 𝐴 = 184 г моль−1, 𝑍 = 74, 𝐿𝑇 = 50𝑋0, (3.3)

где 𝑋0 ≃ 0.35 см - радиационная длина электрона в вольфраме. Предпола­
гается использование мюонного пучка с энергией 𝐸𝜇 ≃ 15 ГэВ, падающего
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на вольфрамовую мишень, для которой порог недостающего импульса мюона
выбрано равным 𝐸rec

𝜇 ≲ 9ГэВ, что дает нижний предел на долю энергии в ви­
де 𝑥min ≃ 0.4. Планируемая статистика в конечной фазе ≃ 1013 MOT. Также
стоит отметить, что для мюонов с энергией 𝐸𝜇 ≃ 15 ГэВ потери на останов­
ку мюона в вольфраме [121] оцениваются величиной порядка 530 МэВ через
среду мишени с эффективной длиной взаимодействия 𝐿𝑇 . Это позволяет пре­
небречь зависимостью энергии налетающего мюона от доли энергии медиатора
при расчете числа сигнальных событий излучения медиатора в эксперименте
M3.

E137

E137 представляет собой завершившийся эксперимент в SLAC и изначаль­
но предназначался для поиска аксионоподобных частиц [196]. Данный экспери­
мент имеет электронный первичный пучок с энергией 20 ГэВ c накопленным
зарядом 30 Кл (2×1020 электронов) в алюминиевой мишени за две фазы экспе­
римента [197]. Отсутствие сигнала в эксперименте E137 дает достаточно стро­
гие ограничения на темную материю в суб-ГэВ регионе [198]. Дополнительно,
анализ дифференциальных сечений в методе Вайцзеккера-Вильямса и на дре­
весном уровне выполнялся в источнике [147; 149], поэтому далее анализ этого
эксперимента не проводится.

3.2 Сечение излучения темной материи

В данном разделе рассматривается зависимость от параметров для диф­
ференциального и полного сечений в приближении Вайцзеккера-Вильямса (2.9)
процессов излучения медиаторов темной материи на тяжелом ядре в случае раз­
личных упругих атомных и ядерных форм-факторов.

3.2.1 Дифференциальное сечение медиаторов на
ядре

Рассмотрим общее поведение дифференциального сечения по доле уне­
сенной энергии для скалярного медиатора, которое приведено на графике 3.1.
Форма дифференциального сечения в основном зависит от типа первичного
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пучка и слабо зависит от других параметров эксперимента с фиксированной
мишенью. В случае электронного первичного пучка наиболее вероятно излуче­
ние медиатора с большими энергиями 𝑥 ≈ 𝑥max для всего рассматриваемого
диапазона масс от 𝒪(1) МэВ до 𝒪(1) ГэВ. Далее, для мюонной моды при малых
массах медиатора преобладает излучение с малыми унесенными энергиями. Од­
нако, при массах лежащих в диапазоне 𝒪(10−1) ГэВ > 𝑚S > 𝒪(10−2) ГэВ
преобладает излучение со средними энергиями медиатора 𝑥 ∈ (0.3, 0.8) и
для 𝑚S > 𝒪(10−1) ГэВ преобладает при больших энергиях медиатора. Также
стоит подчеркнуть, что в случае электронного первичного пучка, с увеличением
массы 𝑚S пик при 𝑥 = 𝑥max становится острее, что может замедлять числен­
ные расчеты. Однако, c учетом выражения (2.22), в случае мюонного пучка
значение 𝑡min при 𝑥 ≈ 𝑥max не может быть меньше 𝑚2

𝑙 /4, и, следовательно,
острый пик при 𝑥 ≈ 𝑥max в мюонной моде отсутствует.

Далее, рассмотрим поведение дифференциального сечения по доле унесен­
ной энергии для тензорного медиатора, приведенное на графике 3.2. В случае
электронного и мюонного пучка при малых и средних массах медиатора доми­
нирует излучение при малых энергиях медиатора. Однако, при увеличении масс
до верхней границы легкой темной материи значительным также становиться
излучение при средней унесенной энергии. Кроме того, в случае электронного
первичного пучка присутствует резкий пик при больших унесённых энергиях,
что связано с малым значением 𝑡min при 𝑥 ≈ 𝑥max.

Следующим шагом рассмотрим влияние различных форм-факторов на
дифференциальное сечение по доле энергии медиатора. Далее, за эталонный
форм-фактор взят общепринятый экранированный форм-фактор Тсаи-Шиф­
фа (2.28). Следует отметить, что влияние форм-факторов на сечение для ска­
лярного и тензорного медиаторов имеет схожий характер.

Экранирование для ядерного форм-фактора наиболее сильно сказывает­
ся при малых массах излученного медиатора. В частности, характерные массы,
при которых экранирование начинает оказывать значительное влияние, прини­
мают значения 𝒪(10−2) ГэВ. Действительно, в этом случае минимальное зна­
чение для квадрата минимального переданного импульса (2.23) достигает зна­
чений типичного импульса

√
𝑡a. На примере хельмовского форм-фактора, для

масс медиатора от 𝒪(10−3) ГэВ до 𝒪(10−2) ГэВ в случае электронного и мю­
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Рисунок 3.1 — Дифференциальное сечение в приближении Вайцзеккера­
Вильямса (раздел 2.1.1) по доле унесенной скалярным медиатором энер­
гии (А.4) в случае различных масс медиатора, форм-факторов (раздел 2.1.2)
и экспериментов с фиксированной мишенью (раздел 3.1.2). Дифференциаль­
ное сечение с атомными форм-факторами Тсаи-Шиффа, Хельма и экспонен­
циальный показаны непрерывной зеленой, пунктирными розовой и оранжевой
линиями, соответственно. Дифференциальное сечение с ядерным форм-факто­
рами изображено синей пунктирной линией. Константа взаимодействия равна
𝑐S𝑙𝑙 = 1.

онного пучков относительная разница составляет < 𝒪(102) % и < 𝒪(101) %,
соответственно. Также, для𝒪(10−2) МэВ ≲ 𝑚MED ≲ 𝒪(10−1) ГэВ относитель­
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Рисунок 3.2 — Дифференциальное сечение в приближении Вайцзеккера­
Вильямса (раздел 2.1.1) по доле унесенной тензорным медиатором энергии (А.5)
в случае различных масс медиатора, форм-факторов (раздел 2.1.2) и экспери­
ментов с фиксированной мишенью (раздел 3.1.2). Дифференциальное сечение
с атомными форм-факторами Тсаи-Шиффа, Хельма и экспоненциальный по­
казаны непрерывной зеленой, пунктирными розовой и оранжевой линиями, со­
ответственно. Дифференциальное сечение с ядерным форм-факторами изобра­
жено синей пунктирной линией. Константа взаимодействия принимает выраже­
ние 𝑐G𝑙𝑙 = 1 ГэВ−1.

ная разница принимает значения < 𝒪(101) % для электронного и < 𝒪(100) %
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для мюонного первичных пучков. Для масс 𝑚MED > 𝒪(10−1) ГэВ разница
составляет < 𝒪(100) % для мюонной и электронной моды.

Атомные хельмовский и экспоненциальный форм-факторы имеют схожее
поведение для относительной разницы сечений. Однако, дифференциальное се­
чение в случае хельмовского форм-фактора дает меньшие значения по сравне­
нию с экспоненциальным из-за более резкого зарезания для больших квадра­
тов переданных импульсов 𝑡, что видно из графика 2.2. Также стоит отметить
следствие из формулы (2.23), где характерные массы зарезания потока фото­
нов принимают значения 𝒪(1) ГэВ в случае экспоненциальным форм-фактора.
Действительно, в этой области диапазон интегрирования в потоке фотонов сме­
щается в область с большими 𝑡, где форм-факторы Тсаи-Шиффа и экспоненци­
альный убывают по обратному степенному закону и экспоненциально, соответ­
ственно.

3.2.2 Полное сечение рождения медиаторов на ядре

На графике приведены полные сечения для скалярного и тензорного меди­
атора в случае атомного форм-фактора Тсаи-Шиффа и относительная разница
для полного сечения в случае других атомных форм-факторов. С учетом того,
что зависимость от форм-фактора входит одинаковым образом для всех медиа­
торов в приближении Вайцзеккера-Вильямса, относительная разница и зависи­
мость от параметра 𝑡max имеют общее поведение для всех медиаторов. Для масс
медиатора 𝑚MED ≲ 10−1 ГэВ разница составляет 5 % и при 𝑚MED ≃ 𝒪(1) ГэВ
происходит рост относительной разницы до 𝒪(10) %. Как обсуждалось в сек­
ции 2.1.2, это связано с более резким зарезанием потока фотонов для других
форм-факторов при достижении квадрата минимального переданного импульса
значений, связанных с размером ядра. Также следует упомянуть, что сравне­
ние расчетов на древесном уровне и в приближении Вайцзеккера-Вильямса уже
проводилось, где точность лежит на допустимом уровне ≲ 𝒪(1)%, поэтому в
данной работе этот вопрос не рассматривается [50; 51; 147; 149].

Рассмотрим влияние на полное сечение в методе Вайцзеккера-Вильям­
са максимального значения квадрата переданного импульса, которое является
верхним пределом потока фотонов (2.6). Расчеты далее сравниваются с обще­
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Рисунок 3.3 — (Слева) полное сечение в приближении Вайцзеккера-Вильям­
са (раздел 2.1.1) в зависимости от массы для тензорного (А.5) и скалярно­
го (А.4) медиаторов в случае экспериментов с фиксированной мишенью (раз­
дел 3.1.2). (По центру и справа) относительная разница (𝒪𝐹𝐹 − 𝒪𝑇𝑆)/𝒪𝑇𝑆 пол­
ных сечений для хельмовского и экспоненциального форм-факторов, где за эта­
лонный взят форм-фактор Тсаи-Шиффа. Константы взаимодействия для ска­
ляра и гравитона принимают следующие выражения 𝑐S𝑙𝑙 = 1 и 𝑐G𝑙𝑙 = 1 ГэВ−1,
соответственно.

принятым выбором форм-фактора Тсаи-Шиффа (2.28) при значении верхнего
предела 𝑡max = 𝑚2

MED + 𝑚2
𝑙 [47; 50; 147]. Для сравнения использовались фик­

сированные значения верхнего предела в случаях максимального значения на
рассматриваемом диапазоне масс 𝑡max = 1 ГэВ и максимально возможного
значения 𝑡max = 𝐸2

0 .
Далее, рассмотрим общее поведение полного сечения для электронного

и мюонного первичного пучка. Следует отметить, что при различных значени­
ях 𝑡max поведение полного сечения в случае массивных скалярного и тензорного
медиаторов для всех видов форм-факторов имеет схожий характер. Дополни­
тельно, для относительной разницы полных сечений в случаях 𝑡max = 1 ГэВ
и 𝑡max = 𝐸2

0 на основном диапазоне масс справедливо ⩽ 10−4 % и
при 𝑚MED ≃ 1 ГэВ выполняется ⩽ 10−2 %, что происходит из-за прене­
брежимо малых значений форм-фактора при 𝑡max > 1 ГэВ.
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Основное влияние параметр 𝑡max оказывает для экспериментов с элек­
тронной модой. В частности, относительная разница полных сечений в случа­
ях 𝑡max = 𝑚2

MED + 𝑚2
𝑙 и 𝑡max = 1 ГэВ при 𝑚MED = 10−3 ГэВ принимает

значения ≃ 102 % и экспоненциально падает до 1 % при 𝑚MED = 10−1 ГэВ для
NA64𝑒 и до 10 % для LDMX. Для мюонной моды, относительная разница на
диапазоне масс от 𝑚MED = 10−3 ГэВ до 𝑚MED = 10−1 ГэВ составляет ≃ 1 %

в случае экспериментов NA64𝜇 и M3. На диапазоне масс от 𝑚MED = 10−1 ГэВ
до 𝑚MED = 1 ГэВ относительная разница резко падает до значений ≃ 10−2 %

в случае электронного и мюонного первичного пучка.
В итоге, для электронной моды необходимо осторожно подходить к выбо­

ру параметра 𝑡max в особенности при рассмотрении масс медиатора ≤ 10−1 ГэВ.
Однако, для мюонного первичного пучка параметр 𝑡max является достаточно
свободным при используемой точности расчетов в 1 %.

3.3 Реликтовая плотность темной материи

3.3.1 Скалярный медиатор

В этом разделе рассматриваются характерные зависимости между массой
легкой темной материи и ее константой взаимодействия с частицей видимого
сектора, при которой достигается наблюдаемая реликтовая плотность темной
материи, в случае электронспецифического скалярного медиатора. Для крат­
кости далее мы будем называть такие графики термальными мишенями или
реликтовыми кривыми. На графике 3.4 показаны термальные мишени майора­
новской, дираковской скалярной и векторной темной материи, которая анниги­
лирует в электрон-позитронную пару, где для расчетов термально усредненного
сечения использовались численный расчет формулы (1.20) и ее аналитическое
выражение в нерелятивистском приближении (1.21).

Далее, рассмотрим разницу между расчетом термальных мишеней через
формулу (1.20) и ее нерелятивистским приближением (1.21). В случае скаляр­
ной темной материи термальные мишени, которые рассчитаны через выраже­
ния (1.20) и (1.21), совпадают на всем диапазоне рассматриваемых масс легкой
темной материи 1 МэВ ≲ 𝑚S ≲ 10 ГэВ. Для дираковской и майорановской
темной материи, которые аннигилируют в 𝑝-волну, расхождение между анали­
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Рисунок 3.4 — Термальная мишень темной материи как функция ее массы. Май­
орановская [41], дираковская, скалярная и векторная темная материя изобра­
жены красной, зеленой, синей и фиолетовой линиями, соответственно. Сплош­
ные линии соответствуют численному расчету через интеграл (1.20), а пунк­
тирные линии представляют расчет термальной мишени в нерелятивистском
приближении (1.21). Далее, приводятся численное значение параметров 𝛼DM с
соответствующей размерностью для скаляра, фермиона и вектора как ГэВ2, 1
и ГэВ−2, соответственно. Левая панель: 𝛼DM = 0.5, 𝑚DM/𝑚𝜑 = 1/6.
Центральная панель: 𝛼DM = 0.5, 𝑚DM/𝑚𝜑 = 1/3. Правая па­
нель: 𝛼DM = 0.1, 𝑚DM/𝑚𝜑 = 1/3.

тическим и численным подходом для рассматриваемого диапазона масс может
достигать ≳ 20 %. Также стоит отметить, что различие между реликтовыми
кривыми для дираковской и майорановской темной материи возникает из-за
коэффициента 𝑐 между частицами и античастицами в формуле (1.19). В случае
векторной темной материи расчет через формулу (1.20) и ее аналитического вы­
ражения в нерелятивистском приближении (1.21) дают значительное расхожде­
ние из-за резкого резонансного пика в сечении (2.55). Кроме того, нерелятивист­
ское приближение для векторной темной материи перестает работать при ма­
лых массах темной материи и больших значения 𝑚V/𝑚𝜑, так как в этом случае
значительным становится вклад на массовой оболочке (2.51). В частноcти, ана­
литическое выражения (1.21) приводит к большой разнице для масс𝑚𝜑 ≃ 3𝑚𝑉

для 𝑚𝑉 ≃ 𝑂(10) МэВ, которое уменьшается в области масс 𝑚𝜑 ≃ 6𝑚𝑉 из-за
удаления резонансной точки от 𝑠 = 4𝑚2

V, что связано с резким зарезани­
ем в формуле термального усреднения (1.20) при удалении от значений 4𝑚2

DM

инвариантной массы. Также, на графике 3.4 можно заметить малый скачок
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реликтовой плотности в области масс темной материи 𝑚DM ≃ 200 МэВ, кото­
рый связан с резким уменьшением числа эффективных степеней свободы (1.10)
и (1.30) в эпоху рекомбинации.

Кроме того, как можно видеть на графике 3.4, скалярная и векторная
темная материя имеют отличную от фермионной форму термальной мишени.
Действительно, в нерелятивистском приближении, 𝑠 ≃ 4𝑚2

DM, сечение анни­
гиляции масштабируется параметризацией Брейта-Вигнера в следующем виде:

⟨𝑣Mol𝜎𝑆⟩ ∝ 𝛼𝑆
[︀
(4𝑚2

𝑆 −𝑚2
𝜑)

2 + (Γ𝜑→𝑆𝑆)
2𝑚2

𝜑

]︀−1
, (3.4)

где справедливо 𝑚𝜑Γ𝜑→𝑆𝑆 ∝ 𝛼𝑆, что следует из формулы (2.42). В частности,
при характерных параметрах 𝛼𝑆 ≃ 0.5 ГэВ2 и 𝑚𝑆/𝑚𝜑 ≃ 1/3, параметри­
зация (3.4) не зависит от массы 𝑚𝑆,𝜑 при доминировании вклада от ширины
распада 𝑚𝜑Γ𝜑→𝑆𝑆 ≫ 4𝑚2

𝑆 − 𝑚2
𝜑, что выполняется при 𝑚𝜑 ≲ 200 МэВ. В

результате, реликтовая кривая для скалярного медиатора стремится к посто­
янной для относительно легких масс 𝑚𝜑 ≲ 300 МэВ. Однако, для тяжелых
масс 𝑚𝜑 ≳ 300 МэВ справедливо 4𝑚2

𝑆 −𝑚2
𝜑 ≫ 𝑚𝜑Γ𝜑→𝑆𝑆 в знаменателе урав­

нения (3.4) и полученное термальное усреднение сечения масштабируется как
⟨𝑣Mol𝜎𝑆⟩ ∝ 𝛼𝑆/𝑚

4
𝑆. Аналогично, в случае векторной темной материи и па­

раметрах 𝛼V = 0.5 ГэВ−2 и 𝑚V/𝑚𝜑 = 1/3 справедливо ⟨𝑣Mol𝜎V⟩ ∝ 𝛼V

при 𝑚V < 𝒪(1) ГэВ. Различное поведение для скалярной и векторной тем­
ной материи можно объяснить разной зависимостью полной ширины распада
от массы темной материи, что приводит к характерным ограничениям на мас­
су сверху или снизу. Кроме того, для дираковской и майорановской темной
материи характерная зависимости термально усредненного сечения принима­
ют выражения ⟨𝑣Mol 𝜎𝜒,𝜓⟩ ∝ 𝛼𝜒,𝜓/(𝑚𝜒,𝜓)

2 для рассматриваемого диапазона
масс темной материи 1 МэВ ≲ 𝑚𝜑 ≲ 1 ГэВ и параметрах 𝛼𝜒,𝜓 = 0.5

и 𝑚𝜒,𝜓/𝑚𝜑 = 1/3.

3.4 Ограничения на константу взаимодействия

В данном разделе приведены итоговые графики ограничений на константу
взаимодействия в случае скалярного и тензорного медиаторов в области легкой
термальной темной материи на основе отсутствия сигнала для невидимой моды
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в экспериментах с фиксированной мишенью для процессов рождения медиатора
на ядре и на атомных электронах. Кроме того, для расчета реликтовых кривых
темной материи и электронспецифического скалярного медиатора использова­
лось численное интегрирование термально усредненного сечения (1.20). Также
стоит упомянуть, что относительная разница для ограничений на константу вза­
имодействия и полных сечений на графике 3.3 при использовании различных
форм-факторов отличаются из-за наличия нижней границы при интегрирова­
нии по унесенной энергии.

События с излучением медиатора темной материи можно считать незави­
симыми, т.е. мы будем считать, что число испускаемых частиц 𝑁MED распре­
делено по закону Пуассона. Далее, для нахождения оценки верхнего предела
числа ожидаемых событий 𝑁up

MED используем байесовский подход с уровнем до­
стоверности 1− 𝛼 и постоянной апостериорной вероятностью 𝜋(𝜆). В частности,
в байесовской статистике оценка для верхнего ограничения числа ожидаемых
событий принимает вид 𝑁

up
MED = ln(1/𝛼). В итоге, при 𝛼 = 0.1 для числа

событий справедливо 𝑁MED < 2.3 при отсутствии сигнальных событий в экспе­
рименте. Кроме того, для оценки верхнего предела числа ожидаемых событий
результаты в байесовской статистике с постоянной апостериорной вероятностью
и частотном подходе совпадают [199].

Далее, предполагая, что излучение медиатора происходит на первой ра­
диационной длине или радиационными потерями можно пренебречь, для экс­
периментов с фиксированной мишенью число излученных на ядре медиаторов
темной материи можно оценить следующим образом [182]:

𝑁brem.
MED ≃ LOT · 𝜌𝑁𝐴

𝐴
𝐿𝑇 · 𝜂brem.MED ·

𝑥𝑚𝑎𝑥∫︁
𝑥𝑚𝑖𝑛

𝑑𝑥
𝑑𝜎2→3(𝑥)

𝑑𝑥
Br(MED→ DM DM), (3.5)

где 𝐿𝑇 - эффективная длина взаимодействия электрона в мишени; LOT - число
упавших на мишень лептонов; 𝜌 - массовая плотность материала мишени; 𝑁𝐴 -
число Авогадро; 𝐴, 𝑍 - массовое число м заряд ядер мишени, соответственно;
𝑥 ≡ 𝐸MED/𝐸0; 𝐸0 - начальная энергия первичного лептонного пучка; 𝐸MED -
унесенная медиатором энергия; 𝑥𝑚𝑖𝑛 и 𝑥𝑚𝑎𝑥 - определенные для конкретного экс­
перимента минимальная и максимальная доли унесенной медиатором энергии,
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соответственно; 𝑑𝜎2→3/𝑑𝑥 - дифференциальное сечение излучения медиатора в
процессе (2.1); 𝜂brem.MED - типичная эффективность излучения медиатора на ядре
для конкретного эксперимента, доля невидимых распадов считается преоблада­
ющей, т. е. Br(MED → DM DM) ≈ 1.

Аналогично, число аннигиляций вторичных позитронах на атомных элек­
тронах материала мишени в темную материю оценивается как [53; 182]:

𝑁 ann.
MED ≃ EOT · 𝜌𝑁𝐴

𝐴
𝐿𝑇 · 𝜂ann.MED ·

𝐸𝑚𝑎𝑥
𝑒+∫︁

𝐸𝑐𝑢𝑡
𝑒+

𝑑𝐸𝑒+𝜎tot(𝐸𝑒+)𝑇 (𝐸𝑒+), (3.6)

где 𝜎tot(𝐸𝑒+) - резонансное полное сечение электрон-позитронной аннигиляции
в темную материю (2.49); 𝑇 (𝐸𝑒+) - дифференциальное распределение длин тре­
ков вторичных позитронов; 𝜂ann.MED - типичная эффективность, связанная с рож­
дением темной материи через резонансный канал; 𝐸𝑒+ - энергия вторичных
позитронов; 𝐸cut

𝑒+ = 𝐸0𝑥min и 𝐸max
𝑒+ = 𝐸0 - минимальная и максимальная энер­

гии вторичных позитронов в электромагнитном ливне, соответственно. Также
стоит отметить использование предположения, что сигналы для позитронного и
электронного первичных пучков имеют одинаковую эффективность 𝜂ann.MED. Кро­
ме того, в случае резонансного рождения медиатора число сигнальных событий
усилено зарядом ядра.

Подробное исследование аналитического приближения для типичного
дифференциального распределения длин треков позитронов 𝑇 (𝐸𝑒+) можно най­
ти в литературе [53; 200—203]. Для толстой мишени было показано, что 𝑇 (𝐸𝑒+)

зависит в первом порядке от типа материала мишени через мультипликатив­
ный коэффициент как 𝑇 (𝐸𝑒+) ∝ 𝑋0, где 𝑋0 - радиационная длина в соот­
ветствующем материале. Кроме того, дифференциальное распределение длин
треков позитронов с энергией позитронов 𝐸𝑒+ зависит от энергии первичной
налетающей частицы 𝐸0 через 𝐸𝑒+/𝐸0. Следовательно, данная зависимость поз­
воляет отшкалировать по энергии распределение и отнормировать распределе­
ние на радиационную длину. В результате, на основе преобразований выше,
полученное распределение при фиксированном материале и энергии первично­
го пучка можно превратить в универсальное распределение позитронов [53; 56;
204]. Далее, подставляя конкретные для эксперимента значения 𝐸0 и 𝑋0, можно
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получить дифференциальное распределение длин треков позитронов для соот­
ветствующей мишени. Распределения длины треков позитронов при развитии
электромагнитного ливня было рассчитано с помощью численного моделирова­
ния Монте-Карло с использованием библиотеки GEANT4 [205] в работах [53;
204]. Важно отметить, что зависимостью типичных углов между направлением
первичного пучка и импульсов вторичных позитронов можно пренебречь [53].

В приближении узкой ширины (2.51), которое также справедливо при по­
роговых значениях 𝑚MED ≃ 2𝑚DM, оценка числа сигнальных событий в резо­
нансном процессе принимает вид:

𝑁 ann.
MED ≈ 𝜂ann.MEDEOT · 𝜌𝑁𝐴𝑍

𝐴
𝐿𝑇
̃︀𝑐MED𝑇+(𝐸𝑅)

2𝑚𝑒
· 𝜃
(︀
𝐸𝑅 − 𝐸𝑐𝑢𝑡

𝑒+
)︀
𝜃(𝐸𝑚𝑎𝑥

𝑒+ − 𝐸𝑅) , (3.7)

где 𝐸𝑅 = 𝑚2
MED/(2𝑚𝑒) - характерная энергия резонанса, 𝜃(𝑥) - функция Хеви­

сайда.

3.4.1 Ограничения для скалярного медиатора

Как показано на графике 3.5, для электронспецифического скалярного
медиатора при текущей накопленной статистике EOT ≃ 9.37 × 1011 экс­
перимент NA64e полностью исключает дираковскую и векторную легкую тер­
мальную темную материю. Также, для масс скалярного медиатора в обла­
сти 10−2 ГэВ ≲ 𝑚𝜑 ≲ 0.1 ГэВ исключена майорановская темная материя.
Более того, при ожидаемой статистике EOT ≃ 1 × 1012 эксперимент NA64e
позволяют полностью исключить майорановскую темную материю. Планиру­
емые эксперименты как LDMX и Belle II позволяют также закрыть область
параметров реликтовой плотности для рассматриваемой дираковскую, майора­
новской и векторной темной материи. Кроме того, в случае скалярной темной
материи эксперименты NA64e и LDMX исключают только часть пространства
параметров реликтовой плотности. Однако, с учетом отсутствия подавления се­
чения по скорости для скалярной темной материи, реликтовая плотность уже
исключена на основе наблюдаемого спектра фонового космического излучения.
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Рисунок 3.5 — Ограничения на константу взаимодействия скалярного медиато­
ра с электроном как функция его массы из реакций рождения медиатора на яд­
ре и в резонансном процессе для невидимой моды на основе отсутствия сигнала
в экспериментах с фиксированной мишенью (раздел 3.1.2). Черной непрерыв­
ной линией показаны ограничение на основе эксперимента BaBar [179]. Зеленой
непрерывной линией показаны ограничения из эксперимента E137 [41; 196; 198].
Пунктирной коричневой линией показаны пределы из планируемых результа­
тов эксперимента Belle II [41]. Исключение из CMB для скалярной темной мате­
рии показаны пунктирной черной линией [12]. Фиолетовой и оранжевой непре­
рывной (пунктирной) линиями показаны текущие (планируемые) ограничения
для экспериментов NA64e и LDMX, соответственно. Красной и синей (желтой
и розовой) линиями показаны ограничение из резонансной реакции для пози­
тронной и электронной мод из эксперимента NA64e (LDMX), соответственно,
где для текущей статистики используется непрерывная линия, а планируемая
показана пунктирной. Реликтовые кривые для соответствующего типа темной
матери изображены бирюзовой линией. Соответствие панели и типу темной
материи представлено как: левая верхняя - майорановская, левая нижняя - ска­
лярная, правая верхняя - дираковская и правая нижняя - векторная.
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Также на графике 3.5 показаны ограничения на основе аннигиляции вто­
ричных позитронов на атомных электронах мишени для планируемой и ожи­
даемой статистике в экспериментах NA64e и LDMX. Кроме того, показаны
ожидаемые результаты в случае позитрного первичного пучка, где для оценки
ограничений использована текущая и ожидаемая статистика для электронного
пучка с предположением аналогичного электроной моде фона. При этом пози­
тронный пучок дает более строгие ограничение на константу связи медиатора и
электрона из-за присутствия в электромагнитном ливне позитронов уже в пер­
вом поколении. Использование процесса аннигиляции вторичных позитронов в
мишени для экспериментов NA64e и LDMX позволяет сдвинуть текущие огра­
ничения на порядок в узком диапазоне масс 0.23 ГэВ ≲ 𝑚MED ≲ 0.32 ГэВ
и 0.11 ГэВ ≲ 𝑚MED ≲ 0.13 ГэВ, соответственно.

Рассмотрим влияние параметра 𝑡max в приближение Вайцзеккера­
Вильямса (2.9) на ограничения константы взаимодействия для значе­
ний 𝑡max = 𝑚2

MED + 𝑚2
𝑙 и 𝑡max = 1 ГэВ. Из-за введения нижнего предела

при интегрировании дифференциального сечения в формуле для оценки числа
событий, разница между атомными форм-факторами уменьшается. Как было
показано на примере полного сечения в секции 3.2.2, в случае мюонного пучка
влияние параметра 𝑡max незначительно. В частности, для экспериментов NA64𝜇
и M3 разница составляет ≲ 0.3 % и ≲ 0.6 %, соответственно. Однако, влияние
параметра 𝑡max в случае электронной моды может быть существенным. Действи­
тельно, в случае NA64e разница при 𝑚MED ≃ 2𝑚𝑒 составляет 30 %, которая па­
дает до 0.3 % при 𝑚MED ≃ 1 · 10−1 ГэВ и до ≲ 10−4 % при 𝑚MED ≃ 𝒪(1) ГэВ.
Аналогично, для эксперимента LDMX разница при 𝑚MED ≃ 2𝑚𝑒 составля­
ет 30 %, которая падает до 0.3 % при 𝑚MED ≃ 2 · 10−1 ГэВ до ≲ 10−4 %

при 𝑚MED ≃ 𝒪(1) ГэВ.

3.4.2 Ограничения для тензорного медиатора

Аналогично, для электронспецифического тензорного медиатора в экспе­
рименте BaBar на основе процесса 𝑒+𝑒− → 𝛾𝐺 для масс 𝑚G ≲ 1 ГэВ
ограничения на константу взаимодействия гравитона и электрона принимают
вид 𝑐G𝑒𝑒 ≲ 2 × 10−4 ГэВ−1, что исключает скалярную и дираковскую легкую
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темную материю для масс 𝑚G ≲ 8 × 10−1 ГэВ и 𝑚G ≲ 2 × 10−1 ГэВ, соответ­
ственно. Кроме того, в случае векторной темной материи эксперимент BaBar
исключает пространство параметров для масс 𝑚G ≲ 3 × 10−2 ГэВ, однако
данный тип темной материи исключен полностью из-за ограничений из наблю­
даемого спектра фонового реликтового излучения. Также стоит отметить, что
текущие ограничения эксперимента NA64e на основе процессов рождения меди­
атора на ядре и на атомных электронах дают менее строгие ограничения чем
BaBar. Однако, с планируемой статистикой эксперимент NA64e ограничивает
схожую с BaBar область параметров. Дополнительно, результат в планируемом
эксперименте LDMX позволяет усилить ограничения для дираковской темной
материи до 𝑚G ≲ 6 × 10−1 ГэВ.

Более того, на графике 3.6 приведена оценка чувствительности экспери­
ментов NA64𝜇 и M3 с фиксированной мишенью, однако для получения соответ­
ствующей реликтовой кривой необходимо рассматривать лептонспецифический
медиатор. Также стоит отметить, что мюоны с мюоны более высоких энергий
из NA64𝜇 позволяют исследовать более широкую область по сравнению с M3.
Кроме того, объяснение аномалии (𝑔 − 2)𝜇 за счет тензорного медиатора уже
исключено экспериментами BaBar и NA64𝑒.

Результаты третьей главы

В данном разделе было рассмотрено влияние моделей форм-факторов на
дифференциальное и полное сечения рождения медиатора в поле тяжелых ядер
в приближении Вайцзеккера-Вильямса для экспериментов с фиксированной ми­
шенью. Получены ограничения на константу взаимодействия скалярного и тен­
зорного медиаторов темной материи при торможении заряженного лептона в по­
ле тяжелых ядер фиксированной мишени в случае различных форм-факторов.
Получены ограничения на константу взаимодействия скалярного и тензорного
медиаторов темной материи при аннигиляции вторичных позитронов в мише­
ни для электронного и позитронного первичного пучка. Получены реликтовые
кривые для легкой темной материи в предположении ее термального контакта
в ранней Вселенной и электронспецифического скалярного и тензорного меди­
аторов темной материи.
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Рисунок 3.6 — (Слева) Ограничения на константу взаимодействия тензорного
медиатора с лептоном как функция его массы из реакций рождения медиатора
на ядре и в резонансном процессе для невидимой моды на основе отсутствия
сигнала в экспериментах с фиксированной мишенью (раздел 3.1.2). Для всех
кривых на графике использовано 𝑐𝜒/Λ ≃ 1 ГэВ−1 и 𝑚𝐺 ≳ 2𝑚DM. Область
(𝑔 − 2)𝜇 при 2𝜎 показана серой полосой [33]. Черной непрерывной линией по­
казаны ограничение на основе эксперимента BaBar [33]. Реликтовые плотности
для скалярной, дираковской и векторной темной матери изображены бирюзо­
вой, коричневой и оранжевой линиями, соответственно [33]. Для экспериментов
ниже используется непрерывная и пунктирная линии для текущей и планиру­
емой статистики, соответственно. Эксперименты NA64e, NA64𝜇, LDMX и M3

изображены зеленой, фиолетовой, оранжевой и розовой линиями, соответствен­
но. Ограничение из резонансной реакции для электронной и позитронной мод
эксперимента NA64e (LDMX) показаны синей (малиновой) и красной(желтой)
линиями, соответственно. (Справа) Относительная разница рассматриваемых
атомных форм-факторов и атомного форм-фактора Тсаи-Шиффа, где экспери­
менты NA64e, NA64𝜇, LDMX и M3 изображены зеленой, фиолетовой, синей и
красной линиями, соответственно.
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Заключение

В данной работе было рассмотрено получение ограничений на простран­
ство параметров темной материи в случае отсутствия сигнальных событий рож­
дения медиаторов темной материи в экспериментах с фиксированной мишенью.
Перечислим основные результаты полученные в диссертации.

1. Получены ограничения на взаимодействие тензорного медиатора и со­
ответствующего лептона в случае экспериментов NA64e, NA64𝜇, LDMX и M3 на
основе процесса рождения медиатора на ядрах мишени при торможении лепто­
на. Эксперимент NA64e при текущей статистике не дает новых ограничений. В
случае планируемых результатов эксперимент NA64e позволяет улучшить огра­
ничения и исключить дираковскую темную материю до 𝑚G ≲ 3 · 10−1 ГэВ.
Большая планируемая статистика эксперимента LDMX позволяет исключить
скалярную легкую темную материю и улучшить ограничения для дираковской
темной материи при 𝑚G ≲ 6 · 10−1 ГэВ.

2. Получены ограничения на взаимодействие электрона и тензорного ме­
диатора в экспериментах NA64e и LDMX для процесса аннигиляции вторичных
позитронов на атомных электронах мишени в случае дираковской и скалярной
темной материи. В случае тензорного медиатора и электронного первичного
пучка для экспериментов NA64e и LDMX происходит незначительное улучше­
ние ограничений в соответствующей области, которое для текущей статистики
не вносит новых ограничений. Однако, в случае экспериментов NA64e и LDMX
планируемая позитронная мода позволяет улучшить ограничения в разы отно­
сительно ограничений основанных на процессе рождения медиаторов при тормо­
жении первичного пучка в поле ядра мишени, что показывает перспективность
позитронного первичного пучка.

3. Показано незначительное влияние моделей упругих атомных форм­
факторов в приближении Вайцзеккера-Вильямса на ограничения взаимодей­
ствие медиаторов темной материи и лептона при рождении тензорного медиа­
тора на ядре. Для масс медиатора 𝑚MED ≲ 4 · 10−1 ГэВ в случае хельмовского
и экспоненциального форм-факторов относительная разница по отношению к
форм-фактору Тсаи-Шиффа составляет ≲ 2 %, и для масс 𝑚MED ≲ 1 ГэВ
разница составляет ≲ 10 %.
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4. Получены кривые реликтовой плотности в случае скалярного электрон­
специфического медиатора для дираковской, скалярной и векторной термаль­
ной темной материи. Также показана относительная разница для реликтовых
кривых в случае численного расчета термально усредненного сечения и нере­
лятивистского приближения. В случае скалярной темной материи реликтовые
кривые для этих способов совпадают из-за отсутствия зависимости от скорости
аргумента термального усреднения. Для майорановской и дираковской темной
материи для относительной разницы справедливо ≲ 20 %, которая принимает
наибольшее значение при больших массах легкой темной материи.

5. Получены ограничения на константу взаимодействия скалярного ме­
диатора и соответствующего лептона в случае экспериментов NA64e, NA64𝜇,
LDMX и M3 на основе процесса рождения на ядрах мишени. Текущая статисти­
ка эксперимента NA64e позволяет исключить дираковскую и векторную темную
материю. Кроме того, планируемые результаты эксперимента NA64e позволят
исключить майорановскую темную материю. Также, эксперимент LDMX при
наборе планируемой статистики позволит подтвердить результаты NA64e. В
результате, с учетом ограничений из космического микроволнового фона для
скалярного типа темной материи, основные модели для скалярного электрон­
специфического медиатора будут исключены при достижении планируемой ста­
тистики.

Улучшение работы
Для улучшения результатов данной работы можно сделать следующее:
1. Исследовать термальные мишени в случае лептонспецифических меди­

аторов для получение ограничений в случае мюонного первичного пучка для
экспериментов с фиксированной мишенью.

2. Исследовать влияния неупругого форм-фактора на ограничения в при­
ближении Вайцзеккера-Вильямса.

3. Для тензорного медиатора полезно изучить влияния на реликтовые
кривые полной ширнины в знаменателе для нерелятивистского приближения.

4. Исследовать термальные мишени для тензорного медиатора без нере­
лятивистского приближения.

Дальнейшее развитие работы
Дальнейшее развитие работы может включать в себя:
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1. Расчет термальной мишени для неэластичной псевдодираковской, ска­
лярной и векторной темной материи cо скалярным медиатором.

2. Оценку числа сигнальных событий в экспериментах по прямому обна­
ружению через процессы неэластичного рассеяния на атомарных электронах,
когда скалярный медиатор взаимодействует с заряженным лептонным секто­
ром стандартной модели.

3. Оценку числа сигнальных событий в экспериментах по прямому обна­
ружению через процессы неэластичного рассеяния на ядрах мишени, где взаи­
модействие происходит с кварковым сектором стандартной модели.

4. Оценку чувствительности мюонной моды эксперимента NA64 к мил­
лизаряженной темной материи, где основным сигнальным процессом является
рождение пары миллизаряженной темной материи при торможении мюона в
поле ядра мишени.
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Приложение А Выражения для сечений и матричных
элементов

А.1 Матричные элементы и сечения

В данном разделе приведены матричные элементы и сечения для рас­
сматриваемых процессов. Все расчеты выполнялись с использованием пакета
FeynCalc [169; 170] в программе Wolfram Mathematica [171].

А.1.1 Система единиц измерения

В естественной системе единиц:

1 cm−1 = 0.19733·10−13 GeV, 1 s−1 = 6.5822·10−25 GeV, 1 K = 8.6173·10−14 GeV.

где использованы соотношение конверсии ℎ𝑐 = 1, постоянная Планка ℎ = 1 и
постоянная Больцмана 𝑘B = 1. Соответствующие размерности основных вели­
чин в уравнениях движения для частиц:

[𝑆] = 0, [ℒ] = 4, [𝑚] = 1, [𝜕𝑥] = 1,

[𝜑] = 1, [𝜓] = 1, [𝑉𝜇] = 1, [ℎ𝜇𝜈] = 1, [𝐹𝜇𝜈] = 2.

А.1.2 Матричные элементы

Для процесса излучения скалярного медиатора на ядре квадрат матрич­
ного элемента принимает вид [147; 148]:

|ℳ𝑙−𝑁→𝑙−𝑁𝜑|2 = (𝑔𝜑𝑙𝑙)
2𝑒4

𝐹 (𝑡)

𝑡2

[︃
(𝑢̃+ 𝑠)2

𝑢̃𝑠
𝑃 2 − 4𝑡(𝑘, 𝑃 )2

𝑢̃𝑠
−

−(𝑚2
MED − 4𝑚2

𝑙 )
(𝑢̃+ 𝑠)2

𝑢̃2𝑠2

(︃
−𝑃 2𝑡+ 4

(𝑢̃(𝑝, 𝑃 ) + 𝑠(𝑝′, 𝑃 ))2

(𝑢̃+ 𝑠)2

)︃]︃
(А.1)

где (𝑘, 𝑃 ) = (𝑝′, 𝑃 )− (𝑝, 𝑃 ) и использованы переменные Мандельштама (2.2).
Применяя правила Феймана (1.49), (1.50) и (1.51) для процесса излуче­

ния массивного гравитона в комптон-подобном процессе, квадрат матричного
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элемента принимает вид:

|ℳ𝑙−𝛾→𝐺𝑙−|2 =

= (𝑔G𝑙𝑙 )
2𝑒2

𝑢2[𝑠2 − 2𝑚2
𝑙 ][(𝑡2 + 𝑢2)

2 + (𝑢2 −𝑚2
𝐺)

2][4𝑢2(2𝑚
2
𝑙 − 𝑠2)−𝑚2

𝐺𝑡2]

4𝑡2(𝑢2 −𝑚2
𝑙 )

2(𝑠2 −𝑚2
𝑙 )

2
−

− (𝑔G𝑙𝑙 )
2𝑒2

𝑚2
𝑙𝑅(𝑚𝑙,𝑚𝐺, 𝑡2, 𝑢2)

12𝑡22(𝑚
2
𝑙 − 𝑢2)2(𝑠2 −𝑚2

𝑙 )
2
, (А.2)

где 𝑠2, 𝑢2 и 𝑡2 определены в выражении (2.4), 𝑅G(𝑚𝑙,𝑚𝐺, 𝑡, 𝑢) представляет со­
бой регулярное выражение по 𝑚𝑙 и 𝑚𝐺:

𝑅G(𝑚𝑙,𝑚𝐺, 𝑡, 𝑢) = 24𝑚10
𝑙 𝑡+ 24𝑚8

𝑙 [𝑚
4
𝐺 + 5𝑚2

𝐺𝑡− 6𝑡𝑢]+

+ 2𝑚6
𝑙 [24𝑚

6
𝐺 + 6𝑚4

𝐺(15𝑡− 8𝑢)− 3𝑚2
𝐺𝑡(33𝑡+ 92𝑢) + 2𝑡(13𝑡2 + 18𝑡𝑢+ 90𝑢2)]+

+ 2𝑚4
𝑙 [12𝑚

8
𝐺 + 12𝑚6

𝐺(5𝑡− 6𝑢) +𝑚4
𝐺(72𝑢

2 − 113𝑡2 − 288𝑡𝑢)+

+ 4𝑚𝐺𝑡(𝑡+ 3𝑢)(13𝑡+ 42𝑢)− 𝑡(7𝑡3 + 64𝑡2𝑢+ 144𝑡𝑢2 + 240𝑢3)]+

+𝑚2
𝑙 [12𝑚

8
𝐺(3𝑡−4𝑢)−3𝑚6

𝐺(29𝑡
2+80𝑡𝑢−48𝑢2)+𝑚4

𝐺(70𝑡
3+544𝑡2𝑢+696𝑡𝑢2−96𝑢3)−

−𝑚2
𝐺𝑡(27𝑡

3+364𝑡2𝑢+852𝑡𝑢2+912𝑢3)+2𝑡(𝑡4+46𝑡3𝑢+92𝑡2𝑢2+216𝑡𝑢3+180𝑢4)]+

+ [−3𝑚8
𝐺(3𝑡

2 + 16𝑡𝑢− 8𝑢2) +𝑚6
𝐺(15𝑡

3 + 128𝑡2𝑢+ 168𝑡𝑢2 − 48𝑢3)−

−𝑚4
𝐺(9𝑡

4 + 122𝑡3𝑢+ 362𝑡2𝑢2 + 384𝑡𝑢3 − 24𝑢4)+

+𝑚2
𝐺𝑡(3𝑡

4 + 68𝑡3𝑢+ 240𝑡2𝑢2 + 552𝑡𝑢3 + 408𝑢4)−

− 2𝑡𝑢(𝑡+ 𝑢)(7𝑡3 + 24𝑡2𝑢+ 72𝑡𝑢2 + 72𝑢3)],

Пренебрегая массой лептона в полученном выражении (А.2) и проводя корс­
синг-симметрию в виде 𝑝𝑒+ → −𝑝′𝑒− и 𝑝′𝛾 → −𝑝𝛾, получим:

𝑠2 → 𝑡2 = (𝑝𝑒− − 𝑝′𝐺)2, 𝑡2 → 𝑢̂2 = (𝑝𝑒− − 𝑝′𝛾)2, 𝑢2 → 𝑠2 = (𝑝𝑒− + 𝑝𝑒+)
2,

где для переменные Мандельштама 𝑠2, 𝑢2 и 𝑡2, которые определены в выраже­
нии (2.4). В итоге квадрат матричного элемента для аннигиляции электрон­
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позитронной пары в фотон и массивный гравитон принимает вид [33]:

|ℳ𝑒+𝑒−→𝛾𝐺|2 = (𝑔G𝑒𝑒)
2𝑒2
(︀
𝑠22 + 2𝑡2(𝑠2 + 𝑡2)− 2𝑚2

𝐺𝑡2 +𝑚4
𝐺

)︀
4𝑡2𝑠2(𝑠2 + 𝑡2 −𝑚2

𝐺)
·

·
(︀
4𝑡2(𝑠2 + 𝑡2)−𝑚2

𝐺(𝑠2 + 4𝑡2)
)︀
, (А.3)

А.1.3 Сечения рождения медиатора на ядре

При падении заряженного лептона на мишень дифференциальные сечения
в приближении Вайцзеккера-Вильямса по доле энергии и углу вылета медиато­
ра принимают вид в случае скалярного медиатора:

𝑑𝜎(𝑝+ 𝑃𝑖 → 𝑝′ + 𝑃𝑓 + 𝑘)

𝑑𝑥𝑑 cos(𝜃𝜑)

⃒⃒⃒⃒
𝑊𝑊

=
𝛼𝜒

𝜋

𝐸2
𝑒−𝑥𝛽𝜑
1− 𝑥

4𝜋𝛼(𝑐𝜑𝑒𝑒)
2

8𝜋𝑠22

×

(︃
𝑥2

1− 𝑥
+ 2𝑚2

𝜑

𝑢2𝑥+𝑚2
𝜑(1− 𝑥)
𝑢22

)︃
, (А.4)

и тензорного медиатора:

𝑑𝜎(𝑝+ 𝑃𝑖 → 𝑝′ + 𝑃𝑓 + 𝑘)

𝑑𝑥𝑑 cos(𝜃𝐺)

⃒⃒⃒⃒
𝑊𝑊

= −𝛼𝜒
𝜋

𝐸2
𝑒−𝑥𝛽𝐺
1− 𝑥

1

8𝜋𝑠22

× 4𝜋𝛼
(𝑐G𝑒𝑒)

2

Λ2

[(𝑡2+𝑢2)
2+(𝑢2−𝑚2

𝐺)
2][4𝑢2𝑠2+𝑚

2
𝐺𝑡2]

4𝑡2𝑢2𝑠2
. (А.5)

А.1.4 Сечения аннигиляции через медиатор

Аннигиляция в лептонную пару через тензорный медиатор для дираков­
ской, скалярной и векторной темной материи имеют вид, соответственно:

𝜎𝜓𝜓→𝐺→𝑙−𝑙+ =
4𝜋𝛼𝜓(𝑔

G
𝑙𝑙 )

2

1280𝜋

𝑠3𝛽𝜓(𝑠)𝛽
3
𝑙 (𝑠)

(︁
1 + 8

3

𝑚2
𝜓

𝑠

)︁(︁
1 + 8

3
𝑚2
𝑙

𝑠

)︁
𝐷G
𝜓 (𝑠)

, (А.6)

𝜎𝑆𝑆→𝐺→𝑙−𝑙+ =
4𝜋𝛼S(𝑔

G
𝑙𝑙 )

2

960𝜋

𝑠3𝛽3
S(𝑠)𝛽

3
𝑙 (𝑠)

(︁
1 + 8

3
𝑚2
𝑙

𝑠

)︁
𝐷G

S (𝑠)
, (А.7)

𝜎𝑉 𝑉→𝐺→𝑙−𝑙+ =
4𝜋𝛼V(𝑔

G
𝑙𝑙 )

2

8640𝜋

𝑠3𝛽−1V (𝑠)𝛽3
𝑙 (𝑠)

(︁
13 + 56

𝑚2
V

𝑠 + 48
𝑚4

V

𝑠2

)︁(︁
1 + 8

3
𝑚2
𝑙

𝑠

)︁
𝐷G

V(𝑠)
, (А.8)
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где использованы обозначения:

𝛽𝑓(𝑠) =
√︁

1− 4𝑚2
𝑓/𝑠, 𝐷MED

DM (𝑠) = (𝑠−𝑚2
MED)

2 +𝑚2
MEDΓ

2
MED→DM DM. (А.9)

Аннигиляция лептонной пары в дираковскую, скалярную и векторную темную
материю через тензорный медиатор имеет вид, соответственно:

𝜎𝑙−𝑙+→𝐺→𝜓𝜓 =
4𝜋𝛼𝜓(𝑔

G
𝑙𝑙 )

2

1280𝜋

𝑠3𝛽3
𝜓(𝑠)𝛽𝑙(𝑠)

(︁
1 + 8

3

𝑚2
𝜓

𝑠

)︁(︁
1 + 8

3
𝑚2
𝑙

𝑠

)︁
𝐷G
𝜓 (𝑠)

, (А.10)

𝜎𝑙−𝑙+→𝐺→𝑆𝑆 =
1

2

4𝜋𝛼S(𝑔
G
𝑙𝑙 )

2

3840𝜋

𝑠3𝛽5
S(𝑠)𝛽𝑙(𝑠)

(︁
1 + 8

3
𝑚2
𝑙

𝑠

)︁
𝐷G

S (𝑠)
, (А.11)

𝜎𝑙−𝑙+→𝐺→𝑉 𝑉 =
1

2

4𝜋𝛼V(𝑔
G
𝑙𝑙 )

2

3840𝜋

𝑠3𝛽V(𝑠)𝛽𝑙(𝑠)
(︁
13 + 56

𝑚2
V

𝑠 + 48
𝑚4

V

𝑠2

)︁(︁
1 + 8

3
𝑚2
𝑙

𝑠

)︁
𝐷G

V(𝑠)
,

(А.12)

Далее, аннигиляция в лептоную пару через скалярный медиатор для ди­
раковской, скалярной и векторной темной материи имеют вид, соответственно:

𝜎𝜓𝜓→𝜑→𝑒+𝑒− =
4𝜋𝛼𝜓(𝑐

𝜑
𝑒𝑒)

2

16𝜋

𝑠𝛽𝜓(𝑠)𝛽
3
𝑒(𝑠)

𝐷𝜑
𝜓(𝑠)

, (А.13)

𝜎𝜒𝜒→𝜑→𝑒+𝑒− =
4𝜋𝛼𝜒(𝑐

𝜑
𝑒𝑒)

2

16𝜋

𝑠𝛽𝜒(𝑠)𝛽
3
𝑒(𝑠)

𝐷𝜑
𝜒(𝑠)

, (А.14)

𝜎𝑆𝑆→𝜑→𝑒+𝑒− =
4𝜋𝛼𝑆(𝑐

𝜑
𝑒𝑒)

2

8𝜋

𝛽−1𝑆 (𝑠)𝛽3
𝑒(𝑠)

𝐷𝜑
𝑆(𝑠)

, (А.15)

𝜎𝑉 𝑉→𝜑→𝑒+𝑒− =
4𝜋𝛼𝑉 (𝑐

𝜑
𝑒𝑒)

2

144𝜋

𝑠2𝛽𝑉 (𝑠)𝛽
3
𝑒(𝑠)

𝐷𝜑
𝑉 (𝑠)

, (А.16)
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Аннигиляция лептонной пары в дираковскую, скалярную и векторную темную
материю через скалярный медиатор имеет вид, соответственно:

𝜎𝑒+𝑒−→𝜑→𝑆𝑆 =
1

2

4𝜋𝛼𝑆(𝑐
𝜑
𝑒𝑒)

2

32𝜋

𝛽𝑆(𝑠)𝛽𝑒(𝑠)

𝐷𝜑
𝑆(𝑠)

, (А.17)

𝜎𝑒+𝑒−→𝜑→𝜓𝜓 =
4𝜋𝛼𝜓(𝑐

𝜑
𝑒𝑒)

2

16𝜋

𝑠𝛽3
𝜓(𝑠)𝛽𝑒(𝑠)

𝐷𝜑
𝜓(𝑠)

, (А.18)

𝜎𝑒+𝑒−→𝜑→𝜒𝜒 =
1

2

4𝜋𝛼𝜒(𝑐
𝜑
𝑒𝑒)

2

16𝜋

𝑠𝛽3
𝜒(𝑠)𝛽𝑒(𝑠)

𝐷𝜑
𝜒(𝑠)

, (А.19)

𝜎𝑒+𝑒−→𝜑→𝑉 𝑉 =
1

2

4𝜋𝛼𝑉 (𝑐
𝜑
𝑒𝑒)

2

64𝜋

𝑠2𝛽3
𝑉 (𝑠)𝛽𝑒(𝑠)

𝐷𝜑
𝑉 (𝑠)

, (А.20)

А.1.5 Интегралы в методе Вайцзеккера-Вильямса

В данном разделе приведены интегралы, которые позволяют аналитиче­
ски проинтегрировать по углу дифференциальное сечение в приближении Вайц­
зеккера-Вильямса. Интеграл 𝐼2(𝑥, 𝑈, 𝑙) вида:

𝐼2(𝑥, 𝑈, 𝑙) =

∫︁
𝑈 𝑙 ln

[︂
𝑈 2 + 𝑏(𝑥)

𝑈 2 + 𝑎(𝑥)

]︂
𝑑𝑈, 𝑙 ∈ Z,

разбивается на несколько вспомогательных интегралов в зависимости от значе­
ния степени 𝑙. В случае 𝑛 = −1 и 𝑛 = −2, соответственно:∫︁

1

𝑥
ln

(︂
𝑥2 + 𝑏

𝑥2 + 𝑎

)︂
𝑑𝑥 =

1

2
ln

(︂
𝑏

𝑎

)︂
ln(𝑥2)− 1

2

[︀
Li2
(︀
−𝑥2/𝑏

)︀
− Li2

(︀
−𝑥2/𝑎

)︀]︀
∫︁

1

𝑥2
ln

(︂
𝑥2 + 𝑏

𝑥2 + 𝑎

)︂
𝑑𝑥 = −1

𝑥
ln

(︂
𝑥2 + 𝑏

𝑥2 + 𝑎

)︂
+ 2

⎛⎝arctan
(︁
𝑥/
√
𝑏
)︁

√
𝑏

− arctan (𝑥/
√
𝑎)√

𝑎

⎞⎠
При 0 ≤ 𝑛 выполняется:∫︁

𝑥𝑛 ln

(︂
𝑥2 + 𝑏

𝑥2 + 𝑎

)︂
𝑑𝑥 =

𝑥𝑛+1

𝑛+ 1
ln

(︂
𝑥2 + 𝑏

𝑥2 + 𝑎

)︂
−

− 2

𝑛+ 1

𝑛−(𝑛 mod 2)
2∑︁

𝑚=0

(−1)𝑚 𝑥𝑛+1−2𝑚

𝑛+ 1− 2𝑚
(𝑏𝑚− 𝑎𝑚) + (−1)

𝑛−(𝑛 mod 2)
2

2

𝑛+ 1
𝑅21(𝑥, 𝑛, 𝑎, 𝑏),
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где (𝑛 mod 𝑘) - остаток от деления 𝑛 на 𝑘 и вспомогательное выражение
𝑅21(𝑥, 𝑛, 𝑎, 𝑏) принимает вид:

𝑅21(𝑥, 𝑛, 𝑎, 𝑏) =

⎧⎨⎩(1/2)𝑏
𝑛+1
2 ln(𝑥2 + 𝑏)− (1/2)𝑎

𝑛+1
2 ln(𝑥2 + 𝑎), 𝑛 mod 2 = 1,

𝑏
𝑛+1
2 arctg(𝑥/

√
𝑏)− 𝑎𝑛+1

2 arctg(𝑥/
√
𝑎), 𝑛 mod 2 = 0.

Для значений 𝑛 < −2 справедливо:∫︁
𝑥𝑛 ln

(︂
𝑥2 + 𝑏

𝑥2 + 𝑎

)︂
𝑑𝑥 =

𝑥𝑛+1

(𝑛+ 1)
ln

(︂
𝑥2 + 𝑏

𝑥2 + 𝑎

)︂
+𝑅22(𝑥,−𝑛, 𝑎, 𝑏)

где вспомогательное выражение 𝑅22(𝑥, 𝑛, 𝑎, 𝑏) для нечетных значений 𝑛:

𝑅22(𝑥, 𝑛, 𝑎, 𝑏) =
(−1)𝑛−1

2

𝑛− 1

{︃(︂
1

𝑏

)︂𝑛−1
2

ln

(︂
𝑥2 + 𝑏

𝑥2

)︂
−
(︂
1

𝑎

)︂𝑛−1
2

ln

(︂
𝑥2 + 𝑎

𝑥2

)︂}︃
+

+
2

𝑛− 1

𝑛−5
2∑︁

𝑘=0

(−1)𝑘

3 + 2𝑘 − 𝑛

(︃(︂
1

𝑏

)︂𝑘+1

−
(︂
1

𝑎

)︂𝑘+1
)︃

1

𝑥𝑛−3−2𝑘

и для четных значений 𝑛:

𝑅22(𝑥, 𝑛, 𝑎, 𝑏) =

= (−1)
𝑛−2
2

2

𝑛− 1

{︃(︂
1

𝑏

)︂𝑛−1
2

arctan

(︂
𝑥√
𝑏

)︂
−
(︂
1

𝑎

)︂𝑛−1
2

arctan

(︂
𝑥√
𝑎

)︂}︃
+

+
2

𝑛− 1

𝑛−4
2∑︁

𝑘=0

(−1)𝑘

3 + 2𝑘 − 𝑛

(︃(︂
1

𝑏

)︂𝑘+1

−
(︂
1

𝑎

)︂𝑘+1
)︃

1

𝑥𝑛−3−2𝑘

полученный выше интеграл 𝐼2(𝑥, 𝑈, 𝑙) позволяет проинтегрировать по углу диф­
ференциальное сечение для скалярного, псевдоскалярного, векторного и псев­
довекторного медиаторов. Далее, в случае 𝑙 ≥ 0 интеграл 𝐼3(𝑥, 𝑈, 𝑙) принимает
вид:

𝐼3(𝑥, 𝑈, 𝑙) =

∫︁
𝑈 𝑙

𝑈 + 𝐴(𝑥)
𝑑𝑈 =

𝑙−1∑︁
𝑚=0

𝐶𝑚
𝑙

(−𝐴)𝑚(𝑈 + 𝐴)𝑙−𝑚

𝑙 −𝑚
+ (−𝐴)𝑙 ln(𝑈 + 𝐴),
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где 𝐶𝑚
𝑙 - биномиальные коэффициенты. Интеграл вида:

𝐼4(𝑥, 𝑈, 𝑙) =

∫︁
𝑈 𝑙

𝑈 + 𝐴(𝑥)
ln

[︂
𝑈 2 + 𝑏(𝑥)

𝑈 2 + 𝑎(𝑥)

]︂
𝑑𝑈, 𝑙 ≥ 0,

выражается в следующем виде:∫︁
𝑥𝑛

𝑥+ 𝐴
ln

(︂
𝑥2 + 𝑏

𝑥2 + 𝑎

)︂
𝑑𝑥 = ln

(︂
𝑥2 + 𝑏

𝑥2 + 𝑎

)︂
𝐼3(𝑥, 𝑈, 𝑛)−

− 2
𝑙−1∑︁
𝑚=0

𝐶𝑚
𝑛

(−𝐴)𝑚

𝑛−𝑚

𝑛−𝑚∑︁
𝑗=0

𝐶𝑗
𝑛−𝑚(𝐴)

𝑗𝑅41(𝑥, 𝑛−𝑚− 𝑗 + 1, 𝑎, 𝑏)−

− (−𝐴)𝑛 ln(𝐴+ 𝑥) ln

(︂
𝑥2 + 𝑏

𝐴2 + 𝑏

)︂
+

+ (−𝐴)𝑛 ln(𝐴+ 𝑥) ln

(︂
𝑥2 + 𝑎

𝐴2 + 𝑎

)︂
−

− (−𝐴)𝑛
{︂
2Re

[︂
Li2

(︂
𝑥+ 𝐴

𝐴− 𝑖
√
𝑏

)︂]︂
− 2Re

[︂
Li2

(︂
𝑥+ 𝐴

𝐴− 𝑖
√
𝑎

)︂]︂}︂
,

где использованы обозначения:

𝑅41(𝑥, 𝑛, 𝑎, 𝑏) =

∫︁
𝑥𝑛𝑑𝑥

𝑥2 + 𝑏
=

𝑛−(𝑛 mod 2)
2 −1∑︁
𝑗=0

(−1)𝑗(𝑏𝑗 − 𝑎𝑗)𝑥𝑛−1−2𝑗

𝑛− 1− 2𝑗
−

− (−1)
𝑛−(𝑛 mod 2)

2 𝑅4(𝑥, 𝑎, 𝑏, 𝑘),

𝑅42(𝑥, 𝑛, 𝑎, 𝑏) =

⎧⎨⎩(1/2)𝑏
𝑛−1
2 ln(𝑥2 + 𝑏)− (1/2)𝑎

𝑛−1
2 ln(𝑥2 + 𝑎), 𝑛 mod 2 = 1,

𝑏
𝑛−1
2 arctg(𝑥/

√
𝑏)− 𝑎𝑛−1

2 arctg(𝑥/
√
𝑎), 𝑛 mod 2 = 0.
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