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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ

Актуальность и степень разработанности темы иссле-
дования

В теории поля хорошо известны солитоны [1, 2] и солитоно-
подобные решения1 — классические полевые конфигурации с ло-
кализованной плотностью энергии. Их существование обычно обес-
печивается наличием сохраняющегося заряда, не позволяющего им
распасться. Заряд может иметь топологическую природу [3] либо
являться следствием симметрии полевых уравнений; в этих двух
случаях говорят о топологических и нетопологических солитонах
соответственно.

Простейшие топологические солитоны существуют в одномер-
ных скалярных теориях с вырожденными вакуумами. Примерами
являются кинк в модели 𝜑4 с нарушенной симметрией и солитон
в модели синус–Гордона [1]. В обоих случаях существование и ста-
бильность солитонов гарантирует топология: они интерполируют
между разными вакуумами при 𝑥 → ±∞.

Большой прогресс в изучении солитонов связан с теорией ин-
тегрируемых систем. В таких системах число независимых интегра-
лов движения совпадает с числом степеней свободы, что гаранти-
рует существование множества многосолитонных решений. Для их
нахождения были разработаны мощные методы [4, 5]. Одномерная
модель синус–Гордона как раз интегрируемая, поэтому многосоли-
тонные решения в ней существуют и найдены аналитически. Про-
стейшим примером нетривиального солитона является бризер —
связанное состояние солитона и антисолитона.

В неинтегрируемых моделях многосолитонные решения тоже
существуют, но изучены гораздо хуже. Практически неизвестны
объекты, существование которых не было бы связано с сохраня-
ющимся зарядом — топологическим или глобальным. Уравнения
на статические солитоны в этом случае тоже являются неинтегри-
руемыми. К примеру, в одномерном пространстве они имеют вид,

1В теории интегрируемых систем солитоны вдобавок должны упруго рассе-
иваться друг на друге. В диссертации используется терминология физических
приложений, где это требование опускают и под солитонами понимают все лока-
лизованные стационарные решения полевых уравнений.
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схожий с уравнениями классической механики, где роль времени
играет пространственная координата 𝑥. Известно, однако, что в
неинтегрируемых механических системах возникает динамический
хаос: сколь угодно близкие начальные условия через достаточной
большой промежуток «времени» (т.е. координаты 𝑥) приводят к
совершенно разным траекториям системы. Интересный вопрос —
как такой механический хаос отражается на конфигурациях стати-
ческих солитонов в одномерных полевых системах.

Простейший способ реализовать подобную систему — поме-
стить хорошо известную интегрируемую теорию, например, модель
синус–Гордона, во внешний потенциал. Высота потенциала служит
параметром, контролирующим неинтегрируемость. Крайне акту-
альным является вопрос о том, как наличие динамического ха-
оса влияет на профили и свойства статических солитонов. Но в
литературе изучается только динамика движущихся солитонов в
этой [6–8] и похожих [9] моделях. Эта динамика, как и следовало
ожидать, является хаотической.

Другие интересные объекты, которые появляются во множе-
стве неинтегрируемых теоретико–полевых моделей, — осциллоны.
Они были впервые обнаружены численно в 1970-х годах [10, 11].
Осциллоны представляют собой почти периодические, компактные
и чрезвычайно долгоживущие сгустки скалярного поля. Не явля-
ясь строго периодическими решениями, они излучают скалярные
волны и в конечном итоге исчезают, но успевают перед этим совер-
шить как минимум 103 полных осцилляций [12]. В некоторых тео-
риях эти объекты живут до 1014 периодов [13]. Несмотря на то, что
осциллоны существуют во многих моделях с притягивающим вза-
имодействием между частицами, полноценного объяснения столь
большим временам жизни до сих пор нет. В частности, в моделях,
где они наблюдаются, нет очевидных малых параметров.

В настоящее время осциллоны являются частью многих кос-
мологических сценариев. Они могут образовываться из аксион-
ной [14, 15] или сверхлёгкой [16] тёмной материи, появляться при
космологических фазовых переходах в ранней Вселенной [17, 18],
формироваться из конденсата инфлатонного поля на стадии пост-
инфляционного разогрева [19,20]. Также космологические осцилло-
ны способны генерировать гравитационные волны [21,22], участво-
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вать в бариогенезисе [21], являться «затравками» аксионных ми-
никластеров [15] либо коллапсировать в первичные чёрные ды-
ры [23, 24]. Это делает задачу построения адекватного описания
осциллонов ещё более актуальной.

До последнего времени существовало только одно модельно-
независимое описание осциллонов: пертурбативное (нерелятивист-
ское) разложение по малой амплитуде поля [25–27]. Как правило,
данный подход применим только если осциллоны имеют достаточ-
но большой размер 𝑅 ≫ 𝑚−1, а их частота 𝜔 близка к массе 𝑚
скалярного поля. На языке физики частиц такие конфигурации
описывают конденсат слабо взаимодействующих бозонов с малыми
импульсами и низкой энергией связи 𝑚− 𝜔 ≪ 𝑚. В нерелятивист-
ском пределе число таких частиц сохраняется, что и обеспечивает
существование осциллонов в моделях с притягивающим взаимодей-
ствием.

Однако такой пертурбативный метод не может считаться удо-
влетворительным сразу по нескольким причинам. Во-первых, он
неприменим для наиболее долгоживущих осциллонов большой ам-
плитуды, которые были обнаружены в скалярных теориях с по-
чти квадратичными потенциалами. Примером могут служить мо-
дели с потенциалом монодромии при определённом выборе пара-
метров [13]; потенциалы монодромии активно обсуждаются в ли-
тературе в контексте космологической инфляции [19]. Во-вторых,
известно, что трёхмерные осциллоны с 𝜔 ≈ 𝑚 классически неста-
бильны по отношению к бесконечно малым возмущениям [28]. В
этом случае пертурбативное разложение по малой амплитуде, ко-
торое работает при 𝑚−𝜔 ≈ 𝑚, неправильно описывает стабильные
осциллоны при меньших частотах 𝜔.

В работах [29,30] было предложено объяснить долговечность
всех осциллонов существованием адиабатического инварианта,
который приближённо сохраняется в процессе эволюции осцил-
лирующего поля. Такой подход может оказаться верным для
осциллонов большого размера 𝑅 ≫ 𝑚−1, т.к. характерные време-
на 𝑅−1 эволюции таких объектов как целого сильно превышают
их периоды 𝑇 ∼ 𝑂(𝑚−1). Основная проблема здесь заключается в
том, что определения адиабатического инварианта вне уравнений
поля пока не существует: в литературе значения этой величины
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вычислялись только на полученных ранее решениях [29, 30]. Мы
увидим, однако, что требуемый инвариант естественным образом
возникает в эффективной теории, описывающей широкомасштаб-
ные конфигурации поля, такие как осциллоны большого размера.
Это означает, что эффективный подход правильно описывает
осциллоны и объясняет их долговечность — как в общем случае,
так и в особо интересном потенциале монодромии.

Целью диссертации является изучение свойств солитонов и
осциллонов в неинтегрируемых моделях скалярного поля. Для это-
го необходимо решить следующие задачи:

• Получить статические солитоны в модели синус–Гордона, вза-
имодействующей с внешним потенциалом, и исследовать их
стабильность. Выяснить, как количество статических соли-
тонов фиксированного размера зависит от параметра, харак-
теризующего неинтегрируемость системы. Исследовать влия-
ние динамического хаоса на свойства солитонов, в частности,
на распределение солитонных решений в конфигурационном
пространстве.

• Построить эффективную теорию поля для описания осцил-
лонов большого размера. Показать, что такой подход есте-
ственным образом объясняет долговечность этих объектов.
Исследовать зависимость параметров больших осциллонов от
частоты колебаний их поля. Сравнить предсказания эффек-
тивной теории с результатами численных симуляций.

• Рассмотреть осциллоны в пространствах разной размерно-
сти 𝑑, в частности, в формальном пределе 𝑑 → 0. Объяснить
увеличение времени их жизни с уменьшением 𝑑.

• Построить точное количественное описание чрезвычайно дол-
гоживущих осциллонов в скалярных теориях с потенциалами,
близкими к квадратичным. Применить построенный метод к
модели монодромии, сравнить теоретические предсказания с
результатами численного моделирования.
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Методы исследования
При выполнении диссертационной работы использовались

строгие методы современной теоретической и математической фи-
зики. Аналитические методы включают в себя элементы теории
динамических систем, методы поиска точных и приближённых ре-
шений нелинейных дифференциальных уравнений, эффективную
теорию поля и метод пересуммирования, аналогичный ренормгруп-
повому подходу в квантовой теории поля.

Численный поиск статических солитонов в модели с динами-
ческим хаосом осуществлялся методом стрельбы с использованием
чисел произвольной точности. Моделирование эволюции осцил-
лонов производилось с помощью симплектического алгоритма
четвёртого порядка [31]. При этом для пространственных про-
изводных использовалась дискретизация бесконечного порядка,
основанная на (быстром) преобразовании Фурье [32].

Научная новизна
Все выносимые на защиту результаты являются новыми и не

имеют аналогов в научной литературе. А именно:

1. Впервые изучено бесконечное семейство стабильных стати-
ческих солитонов в неинтегрируемой модели синус–Гордона
во внешнем потенциале. Также новым является исследование
влияния динамического хаоса на свойства статических соли-
тонов.

2. Впервые разработано последовательное модельно-независи-
мое описание осциллонов большого размера, которое полно-
стью учитывает нелинейность взаимодействия. Впервые вы-
числены первые два члена градиентного разложения для эф-
фективного действия, что позволило прояснить причины су-
ществования осциллонов и установить критерии их стабиль-
ности и долговечности.

3. Впервые предложен «ренормгрупповой» подход, позволяю-
щий упростить эффективное описание осциллонов и ради-
кально улучшить его точность в моделях с почти квадратич-
ными потенциалами. С помощью явных вычислений в модели
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монодромии показано, что новый метод превосходит по точ-
ности другие имеющиеся в литературе описания осциллонов.

Теоретическая и практическая значимость
Обнаружение новых «хаотических» солитонов в моделях с

неинтегрируемыми статическими уравнениями открывает путь к
исследованию солитонных решений методами динамических си-
стем. Практическая значимость новых солитонов связана с приме-
нением модели синус–Гордона в различных разделах физики. Она
может описывать классическую ферромагнитную спиновую цепоч-
ку во внешнем магнитном поле [33], взаимодействие двух одномер-
ных сверхтекучих жидкостей [34, 35] и длинный контакт Джозеф-
сона [6]. Пространственно неоднородный внешний потенциал есте-
ственным образом возникает, если параметры соответствующих си-
стем [36] зависят от пространственной координаты. В этом случае
в системах могут наблюдаться хаотические солитоны, найденные и
исследованные в данной работе.

Построенное в диссертации эффективное описание осцил-
лонов позволило получить общие условия их существования,
стабильности и долговечности, которые могут быть полезными во
многих моделях. Доказательство существования точных периоди-
ческих решений уравнений поля в пределе нулевого количества
пространственных измерений указывает на бо́льшую распростра-
нённость осциллонов в низкоразмерных моделях. С практической
точки зрения, наиболее важным результатом диссертации является
«улучшенное по ренормгруппе» упрощённое эффективное описа-
ние осциллонов. Оно может оказаться полезным для исследования
роли этих объектов в различных космологических процессах, будь
то фазовые переходы [17, 18], образование тёмной материи [14–16],
бариогенезис [21] или постинфляционный разогрев [19,20,37].

Достоверность и обоснованность результатов
Достоверность полученных результатов обеспечивается

применением математически обоснованных методов теоретической
физики. Корректность всех численных вычислений подтверждена
множеством тестов, описанных в Приложениях. Теоретические
предсказания подтверждены в своей области применимости чис-
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ленными симуляциями, а в известных предельных случаях они
совпали с имеющимися в литературе результатами. Результаты
диссертации опубликованы в рецензируемых научных журналах и
докладывались на множестве семинаров и конференций.

Апробация результатов
Результаты диссертации представлены автором лично на сле-

дующих российских и международных конференциях:

• 21-я Международная Ломоносовская конференция по физи-
ке элементарных частиц, Москва, 24 — 30 августа 2023 года
(устный доклад).

• Международная конференция «6th International Conference
on Particle Physics and Astrophysics», Москва, 29 ноября —
2 декабря 2022 года (устный доклад).

• Мемориальная конференция памяти академика А.А. Славно-
ва, Москва, 21 — 22 декабря 2022 года (постерный доклад).

• XXV Международная научная конференция студентов, аспи-
рантов и молодых учёных «Ломоносов–2019», Москва, 8—12
апреля 2019 года (устный доклад).

Также результаты диссертации были лично доложены автором
на семинарах в Perimeter Institute, Институте Теоретической и
Математической Физики МГУ им. М.В. Ломоносова, Лаборатории
Физики Высоких Энергий МФТИ и Институте Ядерных Исследо-
ваний РАН.

Личный вклад автора
Все результаты, представленные в данной диссертации,

получены лично автором, либо автор внёс определяющий вклад в
их получение. Автор принимал прямое участие в написании текста
и подготовке рисунков всех статей, которые легли в основу данной
диссертации.
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Структура и объём диссертации
Диссертация состоит из введения, четырёх глав, заключения

и трёх приложений. Объём работы составляет 112 страниц и вклю-
чает 29 рисунков. Список литературы содержит 106 наименований.

СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ

Во Введении даётся общая характеристика диссертации и
формулируются положения, выносимые на защиту. Приводится
список опубликованных по материалам диссертации работ.

Глава 1 посвящена изучению необычных свойств солитонов
в (1 + 1)–мерных полевых системах с неинтегрируемыми статиче-
скими уравнениями. Она начинается с раздела 1.1, где указано
на аналогию между статическими уравнениями в одномерной по-
левой модели и уравнениями Ньютона для частиц в классической
механике. При этом солитонные решения лежат на сепаратрисах в
фазовом пространстве механической системы. Делается вывод, что
в многополевых моделях, а также моделях поля, взаимодействую-
щих с внешним потенциалом, солитоны должны обладать особен-
ными свойствами из-за наличия динамического хаоса в многомер-
ных и/или неавтономных механических уравнениях. В этом слу-
чае сепаратрисы механических систем разрушаются, что должно
гарантировать существование бесконечного числа статических со-
литонов в аналогичных полевых моделях.

В разделе 1.2 описана модель синус–Гордона во внешнем
потенциале

𝜑″ = 𝜕𝑉
𝜕𝜑

, где 𝑉 (𝜑, 𝑥) = 𝑈(𝑥) (1 − cos𝜑) , (1)

а функция 𝑈(𝑥) периодична по пространству: 𝑈(𝑥 + 𝐷) = 𝑈(𝑥).
Приведены примеры применения уравнения (1) в физике конден-
сированного состояния вещества, перечислены естественные причи-
ны появления пространственной зависимости у потенциала 𝑈. Для
упрощения вычислений мы берём

𝑈(𝑥) = 1 + 𝜀
∞
∑

𝑚=−∞
𝛿(𝑥 −𝑚𝐷) , (2)
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где используются безразмерные единицы, 𝜀 — параметр неинтегри-
руемости системы, а 𝐷 — период. С помощью явного численного
нахождения сечений Пуанкаре показано, что при 𝜀 > 0 в уравнени-
ях (1), (2) присутствует динамический хаос.

0

2𝜋

4𝜋

0 2 4 6

𝜑(
𝑥)

𝑥/𝐷

(а)

−2𝜋

2𝜋

0 2 4

𝜑(
𝑥)

𝑥/𝐷

(б)

Рис. 1: Примеры статических солитонов при (а) 𝜀 = 10−4; (б) 𝜀 = 3.
Вертикальные линии отмечают положения 𝛿-функций в уравне-
нии (2).

В разделе 1.3 объясняется, как выбор потенциала (2) поз-
воляет упростить численное решение уравнения (1). В этом слу-
чае вычисление сводится к последовательному применению точ-
ных аналитических решений при (𝑚 − 1)𝐷 < 𝑥 < 𝑚𝐷 и уравне-
ний сшивки. Описано, как выделить солитонные решения с ваку-
умными асимптотиками и исследовать их стабильность. Получены
примеры солитонов, существование которых напрямую связано с
наличием динамического хаоса, они изображены на Рис. 1.

В разделе 1.4 доказано, что число стабильных солитонов в
модели (1), (2) бесконечно. Более того, их количество экспоненци-
ально растёт с их пространственным размером 𝐿:

𝑁sol ∝ eℎ𝑆(𝜀)𝐿/𝐷 при 𝐿 → +∞. (3)

Получены аналитические оценки для показателя экспоненты:

ln 3
𝑝

⩽ ℎ𝑆 ⩽ ln 3 , где 𝑝 = 𝑝(𝜀) = − 1
𝐷

ln 𝜀
32

+ 1, (4)

более точную оценку даёт численная минимизация энергии соли-
тонных цепочек, см. сплошную линию на Рис. 2а. Точки на этом
графике демонстрируют показатель ℎ𝑆, полученный с помощью
численного нахождения большого количества солитонов.
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1.2

1.5

10−7 10−5 10−3 0.1

ℎ 𝑆

𝜀

(а)

1.2

1.4

1.6

10−7 10−5 10−3 0.1

𝑑

𝜀

(б)

Рис. 2: (а) Показатель экспоненты роста количества стабильных
солитонов ℎ𝑆(𝜀) = (𝐷/𝐿) ln𝑁sol с их пространственным размером
𝐿 ≫ 𝐷 как функция параметра хаотичности 𝜀. Точки с погреш-
ностями получены с помощью численного нахождения большого
количества солитонов. Сплошная линия найдена посредством ми-
нимизации энергии солитонных цепочек. (б) Размерность фрактала
на Рис. 3 при различных 𝜀.

В разделе 1.5 введено понятие топологической энтропии ℎ𝑇
для системы уравнений (1), (2). Показано, что она является ин-
дикатором хаоса: ℎ𝑇 = 0 при 𝜀 = 0, когда система регулярна.
Установлено, что при 𝜀 > 0 топологическая энтропия ограничена
снизу показателем экспоненты ℎ𝑆 роста числа стабильных солито-
нов: ℎ𝑆 ⩽ ℎ𝑇.

Раздел 1.6 посвящён изучению распределения стабильных
солитонов в конфигурационном пространстве теории. Показано,
что значения полей солитонов {𝜑(0), 𝜑′(+0)} образуют самоподоб-
ный фрактал, изображённый вблизи вакуума 𝜑 ≈ 0 на Рис. 3а. Дей-
ствительно, достаточно малая окрестность любой из точек фрак-
тала, будучи увеличенной в определённое число раз, оказывается
приближённо подобной всему фракталу, что проиллюстрировано
на Рис. 3б. Это самоподобие объясняется возможностью усложнять
солитон, «добавляя» новые части на большом расстоянии от уже
существующей конфигурации. В этом случае зависящий от коор-
динаты потенциал 𝑈 уравновешивает силы между разными частя-
ми солитона. Аналитически показано, что фрактал имеет дробную
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𝜑′
(0
)

𝜑(0)

(а)
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10−5
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[𝜑
′ (0

)−
𝜑′ 𝑆(

0)
]×

𝐹

[𝜑(0) − 𝜑𝑆(0)] × 𝐹

(б)

Рис. 3: (a) Значения полей 𝜑(0), 𝜑′(0) стабильных солитонов при
𝑥 = +0 в модели с 𝜀 = 3 × 10−7. Показана область |𝜑|, |𝜑′| < 10−5.
(б) Значения полей в окрестности точки 𝑆 из Рис. 3а, увеличенные
в 𝐹 = e𝜆𝑆(8𝐷) раз, где 𝜆𝑆(8𝐷) связана с показателем Ляпунова
солитона 𝑆. Точки 1′—3′ в окрестности 𝑆 подобны точкам 1—3
во всём фрактале.

размерность, ограниченную снизу:

𝑑 ⩾ 2 ℎ𝑆
𝜆𝑣𝐷

, (5)

где ℎ𝑆 — показатель экспоненты для числа солитонов в вы-
ражении (3), а 𝜆𝑣 — показатель Ляпунова вакуумного реше-
ния 𝜑 = 0. Также фрактальная размерность 𝑑(𝜀) численно извлече-
на из распределения солитонов в конфигурационном пространстве,
см. Рис. 2б. Предложено объяснение её немонотонной зависимости
от параметра хаотичности 𝜀.

В разделе 1.7 диссертации предложена ещё одна мера хао-
тичности статических уравнений поля — аналог метрической эн-
тропии Колмогорова–Синая𝐾. Показано, что мера неоднородности
распределения солитонов в фазовом пространстве 𝐸 ограничивает
метрическую энтропию снизу: 𝐸 ⩽ 𝐾. Этот результат проиллю-
стрирован с помощью численного вычисления 𝐸 и 𝐾.

Раздел 1.8 завершает Главу 1. Он содержит обсуждение по-
лученных в ней результатов и их обобщения на другие системы: как
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однополевые с периодическими и непериодическими потенциалами,
так и на модели нескольких полей.

Результаты Главы 1 опубликованы в работе [А1].
Глава 2 посвящена описанию нелинейных осциллонов боль-

шого размера в моделях 𝑑–мерного скалярного поля с произволь-
ным потенциалом 𝑉 (𝜑). Уравнение поля имеет вид:

(𝜕2
𝑡 −Δ)𝜑 = −𝑉 ′(𝜑) , (6)

где Δ — 𝑑–мерный лапласиан, а штрих обозначает производную
по 𝜑.

Раздел 2.1 имеет вводный характер: в нём рассказано, что
такое осциллоны, и приведены космологические сценарии, в кото-
рых они возникают. Указано на необычайно большие времена жиз-
ни осциллонов.

В разделе 2.2 приводится иллюстрация возникновения ос-
циллона. Для этого уравнение (6) решается численно с гауссовыми
начальными данными в скалярной модели с плоским потенциалом

𝑉 (𝜑) = 1
2
tanh2 𝜑, (7)

где использованы безразмерные единицы с единичной массой по-
ля 𝑚 = 1. Данный потенциал возникает в теории инфляции с 𝛼-
аттрактором [12, 38]. В Главах 2 и 3 потенциал (7) используется
для иллюстрации полученных результатов.

Раздел 2.3 посвящён построению главного порядка эффек-
тивной теории поля (ЭТП), описывающей крупномасштабные ос-
циллирующие конфигурации в модели (6). Для таких конфигура-
ций справедливо приближение |𝜕𝑖𝜑| ≪ |𝑚𝜑|, где 𝑚 — масса поля;
тогда уравнение (6) близко к уравнению нелинейного механическо-
го осциллятора. Главная идея ЭТП — каноническое преобразова-
ние к медленно меняющимся полям 𝐼(𝑡, 𝒙) и 𝜃(𝑡, 𝒙), характеризу-
ющим амплитуду и фазу колебаний: 𝜑 = Φ(𝐼, 𝜃) и 𝜕𝑡𝜑 = Π(𝐼, 𝜃).
Тогда приближённое эффективное действие находится усреднени-
ем подавленного градиентного члена:

𝒮eff = ∫𝑑𝑡 𝑑𝑑𝒙(𝐼𝜕𝑡𝜃 − ℎ(𝐼) − (𝜕𝑖𝐼)2

2𝜇𝐼(𝐼)
− (𝜕𝑖𝜃)2

2𝜇𝜃(𝐼)
) , (8)
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где ℎ(𝐼), 𝜇𝐼(𝐼) и 𝜇𝜃(𝐼) — модельно–зависимые формфакторы, в
качестве примера они явно вычислены в модели (7). Важно, что
действие (8) обладает глобальной 𝑈(1) симметрией 𝜃 → 𝜃 + const.
Отсюда следует сохранение глобального заряда

𝑁 = ∫𝑑𝑑𝒙 𝐼(𝑡, 𝒙) (9)

на эффективных уравнениях поля.
В разделе 2.4 показано, что наличие сохраняющегося заря-

да (9) может приводить к существованию в эффективной теории
нетопологических солитонов, которые приближённо описывают ос-
циллоны. Они отвечают минимумам энергии 𝐸 при постоянном за-
ряде 𝑁, также их можно найти подстановкой стационарного анзаца
в эффективные уравнения. На основе механической аналогии [39] в
параграфе 2.4.1 выведены критерии существования осциллонов;
их можно трактовать как строгое определение «притягивающего
потенциала» при сильных полях. Все вычисления проиллюстриро-
ваны в модели (7) в 𝑑 = 1 пространственном измерении. Для этого
аналитически найдены решения 𝐼(𝑥), поля осциллонов 𝜑(𝑡, 𝑥), их
заряды 𝑁(𝜔) и энергии 𝐸(𝜔) как функции частоты 𝜔. Проведено
сравнение предсказаний ЭТП с осциллонами, полученными числен-
но в полной модели (6), см. Рис. 4.

В параграфе 2.4.2 обсуждается долговечность и стабиль-
ность осциллонов. Для этого введены частота Ω(𝐼) и переменная
действия 𝐼 нелинейного осциллятора 𝜑(𝑡), удовлетворяющего урав-
нению 𝜕2

𝑡 𝜑 = −𝑉 ′(𝜑) с потенциалом 𝑉 (𝜑). Показано, что эффектив-
ная теория применима, если Ω(𝐼) слабо меняется при изменении 𝐼:

𝜂2 ≡ |𝑑 lnΩ/𝑑 ln 𝐼| ≪ 1 при 𝐼 ⩽ 𝐼0 , (10)

где 𝐼0 — амплитуда в центре осциллона. Поскольку распад осцил-
лонов связан с неточностью ЭТП, то условие (10) является крите-
рием их долговечности. Приведены два случая выполнения условий
существования и долговечности: для осциллонов малой амплитуды
|𝜑| ≪ 𝑚, либо в моделях с близкими к квадратичным — но рас-
тущими медленнее них — потенциалами. Также исследованы два
дополнительных механизма быстрого распада осциллонов. А имен-
но, показано, что осциллоны являются стабильными относительно
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Рис. 4: (а) Поле 𝜑(0, 𝑥) осциллона с частотой 𝜔 = 0.91 и (б) заряды
осциллонов 𝑁(𝜔) в модели (7) при 𝑑 = 1. Кружочки получены с
помощью точных численных симуляций, а пунктирная и сплошная
линии показывают результаты ЭТП в первом (главном) и во втором
порядках соответственно.

малых крупномасштабных возмущений, если выполняется крите-
рий Вахитова–Колоколова [28, 40], а параметрический резонанс в
высокочастотных модах всегда подавлен в осциллонах при выпол-
нении условия (10).

В разделе 2.5 на примере модели (7) проведено сравнение
предсказаний эффективной теории с точными результатами, полу-
ченными с помощью численного решения уравнения (6) в простран-
ствах разной размерности 𝑑, см. Рис. 4б и 5. Отмечено, что ЭТП
предсказывает нарушение критерия Вахитова-Колокова трёхмер-
ными осциллонами при 𝜔 ≈ 𝑚 = 1, что означает их нестабильность.
Этот факт подтверждается численно: решения с 𝜔 ≈ 1 быстро рас-
падаются, что видно на Рис. 5а по отсутствию соответствующих
точек. Также численно продемонстрировано, что распад осцилло-
нов происходит экспоненциально медленно по параметру (10).

Раздел 2.6 посвящён вычислению эффективного действия
во втором порядке градиентного разложения. Для этого учтены
быстроосциллирующие части 𝛿𝐼 и 𝛿𝜃 полей 𝐼 и 𝜃, отброшенные в
главном порядке:

𝐼 = ̄𝐼 + 𝛿𝐼 , 𝜃 = ̄𝜃 + 𝛿𝜃 , где ⟨𝛿𝐼⟩ = ⟨𝛿𝜃⟩ = 0,

а ̄𝐼 и ̄𝜃 медленно зависят от 𝑡. Решения уравнений на малые 𝛿𝐼 и 𝛿𝜃
в первом нетривиальном порядке дают поправку второго порядка
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Рис. 5: Энергия 𝐸(𝜔) 𝑑-мерных осциллонов в модели (7) в глав-
ном порядке ЭТП (пунктирные линии) и во втором порядке ЭТП
(сплошные линии). Кружочки с погрешностями показывают ре-
зультаты численных симуляций в точной модели.

к эффективному действию. Все члены этой поправки содержат по
4 пространственных производных, т.е. подавлены для конфигура-
ций большого размера. Показано, что поправка второго порядка
оставляет действие 𝑈(1)–инвариантным, что позволяет существо-
вать осциллонам. Найдены поправки к полям осциллонов 𝜑(𝑡, 𝑟),
их зарядам 𝑁 и энергиям 𝐸; рисунки 4 и 5 демонстрируют резуль-
таты, полученные в модели (7). Видно, что предсказания ЭТП во
втором порядке ближе к численным результатам в полной модели.

В разделе 2.7 рассмотрен предел 𝜔 → 𝑚. В этом пределе
размер и амплитуда осциллона шкалируются как 𝑅 ∼ 𝑂(𝜅−1) и
𝜑 ∼ 𝑂(𝜅), где 𝜅2 ≡ 𝑚2 − 𝜔2 ≪ 1. Тогда применимы как пред-
ложенная в диссертации ЭТП, так и пертурбативное разложение
по амплитуде поля. В первых двух порядках продемонстрирова-
но, что переразложение эффективной теории по 𝜅 воспроизводит
результаты пертурбативного разложения в модели общего положе-
ния. Предложен способ нахождения формфакторов эффективной
теории с помощью символьного вычисления произвольно длинных
рядов по степеням 𝐼. Наконец, на примере модели (7) проведено
сравнение результатов ЭТП и пертурбативного разложения с чис-
ленными расчётами в полной теории. Показано, что эффективная
теория точнее пертурбативного разложения при 𝑑 < 2. При 𝑑 = 3
она правильно воспроизводит качественные свойства осциллонов в
главном порядке, предсказывая существование стабильной и неста-
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Рис. 6: Численное решение уравнения поля при 𝑑 = 0 в моде-
ли (7). В качестве стартовой конфигурации использован осцил-
лон в ЭТП с амплитудой 𝜑(0, 0) = 1. (a) Полевые конфигурации
𝜑(𝑡, 𝑟) в существенно разные моменты времени, соответствующие
𝜕𝑡𝜑(𝑡, 𝑟=0) = 0. (б) Поток энергии ⟨𝐽⟩ = −𝑟−1⟨𝜕𝑡𝜑𝜕𝑟𝜑⟩, усреднён-
ный по нескольким периодам осцилляций; мы вычли асимптотиче-
ское значение ⟨𝐽⟩ → 𝐽∞ ≈ 10−5 при 𝑡 → +∞.

бильной ветвей решений.
Раздел 2.8 завершает главу 2 подробным обсуждением по-

лученных в ней результатов.
Результаты Главы 2 опубликованы в работе [А2].
В главе 3 изучаются осциллоны в пределе нулевого коли-

чества пространственных измерений 𝑑. Открывающий главу раз-
дел 3.1 аргументирует необходимость такого исследования: извест-
но, что осциллоны более распространены и дольше живут в низ-
коразмерных теориях, последнее численно подтверждается в моде-
ли (7). Более того, для низкоразмерных осциллонов лучше работает
эффективная теория. Интересно выяснить, почему.

В разделе 3.2 изучены классические решения при 𝑑 = 0.
Показано, что в этом случае сферически–симметричное уравне-
ние поля (6) при 𝑟 = 0 превращается в механическое уравнение
𝜕2
𝑡 𝜙0 = −𝑉 ′(𝜙0) нелинейного маятника 𝜙0(𝑡) ≡ 𝜑(𝑡, 𝑟=0). Это дока-

зывает существование точно периодических нольмерных решений
во всём пространстве — прототипов низкоразмерных осциллонов.
Они найдены численно в модели (7) и показаны на Рис. 6а. Инте-
гральные величины таких решений, например энергия 𝐸, получают
доминантный вклад от осциллятора 𝜙0 в центре, в то время как ин-
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теграл по области 𝑟 > 0 подавлен как 𝑂(𝑑). Поток энергии 𝑂(𝑑) от
осциллятора 𝜙0 на бесконечность стационарен, как показано для
модели (7) на Рис. 6б.

В завершающем главу разделе 3.3 обсуждается применение
полученных результатов к низкоразмерным осциллонам. Отмече-
но, что эффективная теория поля точно описывает маятник 𝜙0(𝑡)
в центре нольмерной системы. Данный факт вместе с подавлением
вкладов от области 𝑟 > 0 в интегральные величины объясняет по-
вышение точности ЭТП в низких размерностях. Наконец, предло-
жено описывать низкоразмерные осциллоны с помощью разложе-
ния по 𝑑 и объяснять их лучшую долговечность большей близостью
к точно периодическим нольмерным решениям.

Результаты Главы 3 опубликованы в работе [А2].
В Главе 4 изучены осциллоны в случае, когда притягиваю-

щий потенциал модели близок к квадратичному. Примером здесь
служит скалярное поле с потенциалом монодромии

𝑉 (𝜑) = 1
2𝑝

(1 + 𝜑2)𝑝 , 𝑝 ≲ 1, (11)

где использованы безразмерные единицы. Этот потенциал изобра-
жён на Рис. 7а (сплошная линия).

В разделе 4.1 обсуждаются возможные способы описания
осциллонов в модели (11). В этом случае пертурбативное разложе-
ние неприменимо из-за сильных полей |𝜑| ≫ 1 внутри осциллонов.
Предложенная в Главе 2 диссертации эффективная теория поля
работает, но её применение крайне усложняется отсутствием яв-
ных аналитических формул для канонического преобразования к
полям 𝐼 и 𝜃 для потенциала (11). Целью Главы 4 ставится объеди-
нение двух подходов в один простой и точный метод, применимый
в моделях с почти квадратичными потенциалами: 𝜖 ≡ 1 − 𝑝 ≪ 1. В
этом методе разложение идёт как по градиентному члену, так и по
малой нелинейности потенциала при 𝜑 ∼ 𝜑0.

В разделе 4.2 на примере нелинейного осциллятора с уравне-
нием движения 𝜕2

𝑡 𝜑 = −𝑉 ′(𝜑) и потенциалом (11) разрабатывается
«ренормгрупповой» способ корректного учёта малой нелинейности
при больших амплитудах колебаний. При 𝑝 ≈ 1 на любом масшта-
бе 𝜑 ∼ 𝜑0 потенциал можно приблизить квадратичной функцией
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Рис. 7: (а) Потенциал (11) (сплошная линия), главный член разло-
жения около вакуума (точечная линия) и квадратичное приближе-
ние на масштабе 𝜑0 (пунктирная линия). Величина 𝜑0 — пример
характерного значения поля осциллона. (б) Частота нелинейного
осциллятора с потенциалом (11) и 𝑝 = 0.95 как функция перемен-
ной действия 𝐼. Сплошная линия показывает теоретическое пред-
сказание, а результаты численных симуляций представлены кру-
жочками.

𝑉 (𝜑) ≈ 𝜇2𝜑2/2 + const (пунктирная линия на Рис. 7а) и записать

𝜕2
𝑡 𝜑 = −𝜇2𝜑 − 𝛿𝑉 ′(𝜑) , где 𝜇2 = 𝑉 ′(𝜑0)/𝜑0 ≡ (1 + 𝜑2

0)−𝜖. (12)

Отметим, что при 𝜑0 ≫ 1 значение параметра 𝜇 существенно от-
личается от массы 𝑚 = 1 поля в вакууме. После этого строится
теория возмущений по малой нелинейности 𝛿𝑉 ≡ 𝑉 (𝜑) − 𝜇2𝜑2/2,
это делается в канонических переменных 𝐼 и 𝜃, характеризующих
амплитуду и фазу колебаний.

Главная идея «ренормгруппового» подхода состоит в том,
чтобы сделать масштаб 𝜑0 разложения «бегущим», т.е. зависящим
от амплитуды колебаний: 𝜑0 = 𝜑0(𝐼). Тогда «бегущей» становится
и эффективная «масса» линейной теории 𝜇 = 𝜇(𝐼), а 𝛿𝑉 в форму-
ле (12) остаётся малым при любых амплитудах. С помощью этого
трюка получено приближённое аналитическое выражение для ча-
стоты нелинейного осциллятора 𝜔 = 𝜔(𝐼). Как показано на Рис. 7б,
оно согласуется с частотой, извлечённой из полных численных ре-
шений, даже при очень больших амплитудах колебаний 𝐼 ∼ 1030.

В разделе 4.3 разработанный метод используется для по-
строения эффективной теории поля для осциллонов подобно тому,
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Рис. 8: (а) Профиль 𝜑(0, 𝑟) осциллона с частотой 𝜔 = 0.4 и (б) ам-
плитуды колебаний 𝜑(𝑟 = 0) трёхмерных осциллонов в модели (11)
с 𝑝 = 0.95. Сплошные линии демонстрируют предсказания эффек-
тивной теории, а кружочки получены с помощью численных симу-
ляций.

как это делается в разделе 2.3. Для определённости, рассмотрены
трёхмерные осциллоны. В качестве малых поправок теперь высту-
пают нелинейный и градиентный члены в действии, которые оказы-
ваются одного порядка: 𝑅−2 ∼ 𝑂(𝜕𝑖𝜑)2 ∼ 𝑂(𝛿𝑉 ) ∼ 𝑂(𝜖). Найденные
профили 𝜑(0, 𝑟) осциллонов сравниваются с численными симуля-
циями в разделе 4.4. Обнаруживается хорошее совпадение (см.
Рис. 8а). При этом точность теории нечувствительна к амплитуде,
как видно из Рис. 8б. Теоретические предсказания для интеграль-
ных характеристик осциллонов — например, энергии 𝐸 — тоже
хорошо согласуются с точными симуляциями, см. Рис. 9а.

В разделе 4.5 вычислены поправки второго порядка к эф-
фективному действию в модели монодромии. Показано, что учёт
поправок улучшает предсказания эффективной теории, даже если
специально выбрано контринтуитивное значение «масштаба» 𝜑0.

Раздел 4.6 завершает главу обсуждением результатов и
сравнением предложенного метода с другими, имеющимися в лите-
ратуре, см. Рис. 9а. В качестве альтернативных методов рассмат-
риваются разложение по амплитуде поля (РАП), а также прямое
разложение потенциала (11) по 𝜖 [13]. Видно, что «улучшенная по
ренормгруппе» эффективная теория, предложенная в Главе 4, за-
метно превосходит оба этих подхода по точности. Её относитель-
ная ошибка не зависит от амплитуды. Скорее, она чувствительна
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Рис. 9: Энергии 𝐸(𝜔) трёхмерных осциллонов в модели монодро-
мии: теоретические предсказания (линии) и численные результаты
(кружочки). (а) 𝑝 = 0.95, сравниваются различные методы описа-
ния осциллонов. (б) 𝑝 = 0.5 (сильно нелинейная модель), два пред-
сказания главного порядка ЭТП отличаются выбором масштаба 𝜑0
эффективной теории.

к параметру нелинейности 𝜖. Однако даже для сильно нелиней-
ного потенциала с 𝑝 = 𝜖 = 0.5, который используется в моделях
инфляции [41], более аккуратный выбор «масштаба» 𝜑0(𝐼) повы-
шает точность главного порядка эффективной теории до 10%, см.
Рис. 9б.

Результаты Главы 4 опубликованы в работе [А3].
Заключение содержит основные результаты диссертации.
В Приложении А описаны методы поиска и исследования

«хаотических» солитонов в неинтегрируемой модели Главы 1. При-
ложение Б описывает метод численного решения уравнения по-
ля (6), который используется для исследования осциллонов в Гла-
вах 2–4. Проведены тесты метода, доказывающие его стабильность
при эволюции в течение длительных периодов времени. Наконец,
Приложение В содержит вывод нескольких свойств осциллонов
в эффективной теории поля, его результаты важны для Главы 2.

ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

На защиту выносятся следующие результаты, полученные в
диссертации:
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1. На примере (1 + 1)–мерной модели синус–Гордона во внеш-
нем потенциале продемонстрировано, что свойства статиче-
ских солитонов в моделях с неинтегрируемыми уравнениями
поля отличаются от свойств солитонов в интегрируемых тео-
риях. А именно, в неинтегрируемом случае:

(а) Количество стабильных солитонов экспоненциально рас-
тёт с увеличением их пространственного размера. При
этом показатель экспоненты связан с топологической эн-
тропией статических уравнений поля.

(б) Солитонные решения образуют фрактал в конфигу-
рационном пространстве теории. Размерность фракта-
ла — нецелая, она немонотонно зависит от парамет-
ра неинтегрируемости модели. Преобразование самопо-
добия фрактала в окрестности солитонного решения свя-
зано с экспонентой Ляпунова этого решения. В тоже вре-
мя, глобальное распределение значений поля во фракта-
ле характеризуется метрической энтропией статических
уравнений.

2. Предложено универсальное эффективное описание нелиней-
ных осциллонов большого размера. Для этого построено эф-
фективное действие, описывающее широкомасштабные быст-
роосциллирующие полевые конфигурации, которое имеет вид
асимптотического разложения по степеням пространственных
производных полей. В каждом члене этого разложения точно
учитывается нелинейность потенциала. Показано, что во всех
порядках эффективное действие обладает глобальной 𝑈(1)
симметрией. Это гарантирует существование семейства нето-
пологических солитонов, описывающих осциллоны в полной
теории. Благодаря этому выведены строгие критерии суще-
ствования, стабильности и долговечности осциллонов боль-
шого размера.

3. Проведено сравнение эффективного описания осциллонов с
результатами численного моделирования в полной теории.
Установлено, что эффективное действие более точно описыва-
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ет нерелятивистские осциллоны, а также осциллоны в низкой
пространственной размерности 𝑑.

4. Показано, что в формальном пределе нулевой размерности
пространства 𝑑 → 0 осциллоны превращаются в точные пе-
риодические решения, и их эффективное описание тоже ста-
новится точным. Это объясняет увеличение времени жизни
осциллонов при уменьшении размерности пространства.

5. Разработан «ренормгрупповой» метод описания осциллонов
в скалярных моделях с почти квадратичными потенциалами.
Метод основан на введении «бегущей массы», которая мед-
ленно зависит от амплитуды поля. Данный трюк позволяет
упростить построение эффективного действия для осцилло-
нов и радикально улучшить точность этого аналитического
подхода. Проведено сравнение теории с результатами числен-
ных вычислений в трёхмерной модели с потенциалом моно-
дромии. Показано, что в широкой области параметров отно-
сительная точность «улучшенной по ренормгруппе» эффек-
тивной теории превышает 10%.
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