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Общая характеристика работы

Актуальность темы исследования и степень ее разработанности.
Квантовая теория поля является основным инструментом теоретического

описания микромира. На её языке сформулирована Стандартная Модель физи
ки элементарных частиц, которая включает все известные на данный момент
типы взаимодействий, за исключением гравитационного. Несмотря на имею
щиеся указания на существование физики за её пределами, Стандартная Мо
дель успешно описывает подавляющее большинство экспериментальных дан
ных. Этот успех в значительной степени обусловлен применимостью основного
метода для вычисления амплитуд рассеяния и распада частиц в квантовой тео
рии поля — теории возмущений. Известно, однако, что в ряде случаев этот
метод оказывается неприменимым даже в режиме слабой связи. Примером та
кой ситуации является многочастичное рождение в скалярных теориях поля с
малой константой связи, которое и является предметом изучения в настоящей
диссертации.

Впервые на необходимость выхода за рамки теории возмущений для описа
ния многочастичного рождения было указано при рассмотрении инстантонных
процессов в электрослабой теории. Их вероятности являются экспоненциально
подавленными при низких энергиях. Однако, если конечное состояние содер
жит большое число бозонов 𝑛, подавление уменьшается [4; 5] за счет того, что
вероятности растут с увеличением 𝑛, как 𝑛! . Позже подобный факториальный
рост был обнаружен для процессов рождения большого числа бозонов (много
частичное рождение) в слабо связанных скалярных теориях поля. Так, в теории
скалярного поля с действием

𝑆 =

∫︁
𝑑4𝑥

[︂
1

2
(𝜕𝜇𝜑)

2 − 𝑚2

2
𝜑2 − 𝜆

4
𝜑4

]︂
, (1)

амплитуда 1 → 𝑛 распада виртуальной частицы в 𝑛 реальных покоящихся
частиц

𝒜1→𝑛 =
⟨
𝑛, 𝐸 = 𝑛𝑚

⃒⃒⃒
𝒮𝜑

⃒⃒⃒
0
⟩
, (2)

где 𝒮 обозначает S-матрицу, а оператор 𝜑 рождает виртуальную частицу в на
чальном состоянии1, даётся на древесном уровне следующим выражением [6]

𝒜tree
1→𝑛 = 𝑛!

(︂
𝜆

8𝑚2

)︂𝑛−1
2

, 𝑛 — нечётные. (3)

Если амплитуда слабо зависит от импульсов вблизи порога, то вероятность
1 Процесс 1 → 𝑛 можно связать с физически возможным, например, добавив в теорию дополнительное

фермионное поле 𝜓, взаимодействие Юкавы вида 𝑦𝜑𝜓𝜓 и рассматривая многочастичное рождение 𝜓𝜓 → 𝑛𝜑
в лидирующем порядке по константе связи 𝑦.
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𝒫1→𝑛 (𝐸) рассматриваемого процесса при энергии 𝐸 можно оценить как

𝒫1→𝑛 (𝐸) ∼
⃒⃒
𝒜𝑡𝑟𝑒𝑒

1→𝑛

⃒⃒2 𝒱𝑛
𝑛!

∼ 𝑛!𝜆𝑛𝜀
3𝑛
2 , (4)

где 𝒱𝑛 — 𝑛-частичный фазовый объём, 𝑛! в знаменателе учитывает тождествен
ность частиц в конечном состоянии и

𝜀 =
𝐸 −𝑚𝑛

𝑛
≪ 𝑚. (5)

Подобное поведение древесных амплитуд было обнаружено в широком классе
бозонных теорий как на пороге [6; 7] так и вне его [8; 9], и оно связано с фак
ториальным ростом числа диаграмм Фейнмана, дающих вклад в амплитуду
процесса при увеличении числа 𝑛 бозонов в конечном состоянии [6; 10]. Экстра
поляция факториального роста вероятности (4) в область больших 𝑛 противо
речит унитарности. Основанные на ней аргументы, приведенные в работах [11;
12], свидетельствуют о том, что при достаточно больших 𝑛 ≳ 𝜆−1 вероятность
𝒫1→𝑛 (𝐸) должна быть подавлена сильнее чем любая степень 𝜆. Как следствие,
древесное поведение многочастичных амплитуд и вероятностей вида (3) и (4)
должно существенно меняться при учете петлевых поправок. В частности, в
теории (1) однопетлевая поправка к древесной амплитуде на пороге (3) при
1 ≪ 𝑛 ≪ 𝜆−1 имеет вид [13]

𝒜1−loop
1→𝑛 = 𝒜𝑡𝑟𝑒𝑒

1→𝑛𝜆
(︀
𝐵𝑛2 +𝒪(𝑛)

)︀
, (6)

где 𝐵 — константа, определяемая формулой (𝜔𝑘 =
√︀

𝑘2 + 1)

𝐵 =

∫︁
𝑑3𝑘

(2𝜋)3
9

8𝜔𝑘(𝜔2
𝑘 − 1)(𝜔2

𝑘 − 4)
=

33/2

64𝜋2

[︁
𝑖𝜋 − ln(7 + 4

√
3)
]︁
. (7)

Анализ многопетлевых поправок выявил больше интересных особенностей рас
сматриваемых амплитуд [9; 14]. Число диаграмм для 𝑛-частичного рождения в
𝐿 петлях растёт как 𝑛2𝐿𝑛! [9; 13; 15]. В результате лидирующие (в каждом по
рядке по 𝜆) по 𝑛 петлевые вклады в амплитуды представляют собой ряд по 𝜆𝑛2,
причем коэффициенты этого ряда определяются однопетлевым результатом (6).
Эти вклады можно пересуммировать во всех порядках теории возмущений [9],
что приводит к следующему экспоненциальному виду для амплитуды

𝒜1→𝑛 = 𝒜tree
1→𝑛

(︁
e𝐵𝜆𝑛

2

+ . . .
)︁
, (8)

где многоточием обозначены члены ряда с меньшими степенями 𝑛 в каждом по
рядке по 𝜆, оставшиеся после частичного суммирования. Дальнейший анализ
показал, что лидирующие по 𝑛 поправки к древесным амплитудам многоча
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стичного рождения по 𝜀 вблизи порога, т.е. при 𝜀 ≪ 𝑚, также экспоненцииру
ются [9]:

𝒜tree
1→𝑛(𝑝1, ..., 𝑝𝑛) = 𝒜tree

1→𝑛

(︁
𝑒−

5𝑛𝜀
6𝑚 + . . .

)︁
. (9)

Эти наблюдения привели к формулировке гипотезы о том, что вероятность
многочастичного рождения в режиме 𝜆 → 0 и фиксированных значениях 𝜀 и
𝜆𝑛 имеет экспоненциальный вид [9]

𝒫1→𝑛 (𝐸) ∝ e𝐹 (𝜆𝑛, 𝜀)/𝜆 . (10)

Кроме того, явные вычисления, проведенные в работах [9; 14], продемонстриро
вали, что экспонента подавления вероятности, т.е. величина 𝐹 (𝜆𝑛, 𝜀), по-види
мому, обладает свойством универсальности, т.е. она не зависит от начального
состояния при условии, что последнее содержит достаточно малое число частиц
𝑛𝑖 ≪ 𝜆−1.

Экспоненциальная форма вероятности (10) и универсальность экспонен
ты подавления позволяют предположить, что многочастичное рождение может
быть описано квазиклассическими методами при 𝜆 → 0 и фиксированных 𝜆𝑛
и 𝜀. Этот режим соответствует слабой связи и большим числам заполнения в
конечном состоянии. В литературе обсуждались различные варианты примене
ния квазиклассического подхода к изучению многочастичного рождения [16—
21]. Все они в той или иной степени используют решения классических уравне
ний поля. Так, в одном из предложенных подходов предлагается рассмотреть
вместо процессов рассеяния “мало” → “много” процессы “много” → “много” и
изучить классический аналог квантового рассеяния — рассеяние классических
волновых пакетов [21]. Свободные волны в квантовой теории соответствуют ко
герентным состояниям с некоторыми средними значениями энергии 𝐸 и чис
ла заполнения 𝑛, причем применимость такого соответствия оправдана при
𝑛 ≫ 1. Классическим аналогом процесса многочастичного рассеяния 𝑛𝑖 → 𝑛𝑓
при энергией 𝐸 и 𝑛𝑖, 𝑛𝑓 ≫ 1 служит рассеяние волновых пакетов с теми же
характеристиками. С точки зрения квантовой теории соответствующее реше
ние классических уравнений поля будет являться седловой точкой в интеграле
по траекториям для вероятности квантового перехода. При этом, поскольку
такой процесс классически разрешён, то ожидается, что эта вероятность не бу
дет экспоненциально подавлена. Нахождение множества таких решений дает
возможность найти классически разрешённую область процессов многочастич
ного рассеяния и, в частности, выяснить, находится ли в ней наиболее инте
ресный класс процессов рассеяния, в которых начальное состояние содержит
малое число частиц, таких как, например, 2 → 𝑛𝑓 . Глава 1 диссертации посвя
щена детальному изучению классических процессов рассеяния и нахождению
классически разрешенных областей многочастичного рассеяния в этой теории.

Исследование классического рассеяния волновых пакетов может дать лишь
указание на экспоненциальное подавление вероятности процессов многочастич
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ного рождения, но оно не позволяет ничего сказать о величине их вероятности.
Среди предложенных в литературе квазиклассических подходов для непосред
ственного вычисления вероятности многочастичного рождения наибольший ин
терес представляет метод сингулярных решений Д.Т. Шона [20]. Данный подход
представляет собой теоретико-полевое обобщение метода Л.Д. Ландау квази
классического вычисления матричных элементов в квантовой механике [22] в
применении к многочастичному рождению. Метод сингулярных решений сво
дит вычисление квазиклассической экспоненты подавления 𝐹 (𝜆𝑛, 𝜀), входящей
в (10), к нахождению определенного сингулярного комплекснозначного реше
ния классических уравнений поля и вычислению классического действия на
этом решении. В работе Д.Т. Шона [20] была выведена граничная задача, ко
торой должна удовлетворять соответствующая сингулярная полевая конфигу
рация. При этом, снова сперва рассматривается многочастичное рождение из
начального состояния с большим числом частиц. Вероятность такого процес
са может быть вычислена квазиклассическими методами — путем нахождения
седловой точки соответствующего функционального интеграла. После этого бе
рется предел малого количества частиц в начальном состоянии и используется
предположение об универсальности экспоненты подавления. В этом пределе
седловое решение становится сингулярным. Метод сингулярных решений при
меним при 𝑛 ≫ 1 и, в частности, в интересном случае 𝑛 ≳ 𝜆−1. С его помощью
в оригинальной работе [20] были восстановлены уже известные на тот момент
древесный и однопетлевой вклады в экспоненту подавления вероятности мно
гочастичного рождения на пороге в теории с действием (1). В последующих
работах [23; 24] при помощи этого метода в режиме 𝑛 ≪ 𝜆−1 была получена по
правка к экспоненте подавления порядка 𝜀2/𝑚2 вблизи порога, а также оценка
для экспоненты при 𝜀 ≳ 𝑚 [24; 25]. Но, несмотря на упомянутое выше активное
развитие эффективных квазиклассических методов, достоверный ответ для ве
роятности многочастичного рождения в режиме очень большого числа частиц
𝑛 ≫ 𝜆−1 так и не был получен. Основная причина состоит в сложности даже
численного нахождения решений граничной задачи квазиклассического метода
Д.Т. Шона, что обусловлено, в частности, их сингулярной природой. Результа
ты, представленные в главах 2 и 3 диссертации, восполняют этот пробел.

Основная часть описанных выше результатов была получена в 90-х годах
прошлого века. Однако, в последнее время отмечается повышенный интерес к
этой теме, что связано, в том числе, с открытием скалярного бозона Хиггса. Во
прос об экспоненциальном подавлении вероятности процессов многочастичного
рождения был вновь поставлен в контексте гипотезы о “Хиггсовском взрыве”
(от англ. — Higgsplosion), предложенной в работах [26; 27]. Согласно этой гипо
тезе, вероятность множественного рождения бозонов Хиггса в столкновениях
частиц высоких энергий не является экспоненциально подавленной. В частно
сти, для экспоненты подавления вероятности рождения 𝑛 нерелятивистских бо
зонов Хиггса в результате столкновения глюонов было предложено следующее
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выражение

𝐹Higgsplosion ≈ 𝜆𝑛 ln
𝜆𝑛

4
+

3

2
𝜆𝑛 ln

𝜀

3𝜋𝑚
+

𝜆𝑛

2
+ 0.854 (𝜆𝑛)3/2 при 𝑛 ≤ 𝑛* . (11)

Здесь параметр 𝑚 — масса хиггсовского бозона, 𝜆 — константа его самодей
ствия, а 𝑛* определяется из условия 𝐹Higgsplosion(𝜆𝑛*) = 0. Важно отметить, что
выражение (11) было получено аналитически в квазиклассическом приближе
нии с использованием метода Д.Т. Шона [20], а также ряда дополнительных
приближений, связанных с определенными предположениями о структуре син
гулярных решений [27]. Формально, оно может быть применимо в областях
значений конечного числа частиц 𝑛 ≤ 𝑛* ∼ 3.08𝜆−1 ln2(𝜀/𝑚), где экспонента не
положительна. При 𝑛 ≈ 𝑛* вероятность процесса перестаёт быть подавленной
и, поскольку вероятность не может быть экспоненциально большой, естественно
ожидать, что при бо́льших 𝑛 поправки к уравнению (11) начинают доминиро
вать и могут сделать теорию унитарной [26; 28]. Результат (11) как и гипотеза
о “Хиггсовском взрыве” вызвали критику в ряде работ [28—30], как противоре
чащие самосогласованности квантовой теории. В частности, было указано на
то, что они не согласуются с постулатом локальности в квантовой теории [29],
а также вступают в противоречие с выводами, следующими из дисперсионных
соотношений [11; 31; 32]. На текущий момент обсуждение этих вопросов ещё
ведется [33], однако даже при ограниченной применимости формулы (11), она
может ощутимо изменить феноменологию хиггсовского бозона, приводя к непо
давленному множественному рождению этих частиц в столкновениях частиц
высоких энергий и в распадах новых тяжёлых резонансов [26; 34]. Для раз
решения данного весьма актуального вопроса требуется развитие численных
методов получения сингулярных решений, возникающих в результате примене
ния квазиклассического метода Д.Т.Шона, и получение надежных результатов
для вероятности многочастичного рождения в области больших 𝑛.

Цели и задачи диссертационной работы: Целью настоящей работы
является изучение процессов многочастичного рождения методами классиче
ской и квантовой теории поля в приложении к теории действительного скаляр
ного поля с потенциалом 𝜆𝜑4 и ненарушенной Z2 симметрией. Она разбивается
на следующие три задачи.

Во-первых, необходимо определить классически разрешённую область про
цессов многочастичного рассеяния 𝑛𝑖 → 𝑛𝑓 при энергии 𝐸 и 𝑛𝑖, 𝑛𝑓 ≫ 1. Эта
задача решается при помощи исследования классического рассеяния волновых
пакетов, имеющих полную энергию 𝜆𝐸 и числа заполнения 𝜆𝑛𝑖, 𝜆𝑛𝑓 в началь
ной и конечной полевой конфигурации, соответственно. Случаю многочастич
ного рождения соответствует предел 𝜆𝑛𝑖 → 0. В силу того, что вероятности
процессов, соответствующих классически разрешённому рассеянию, не являют
ся экспоненциально подавленными, близость границы классически разрешён
ной области к малым значениям 𝜆𝑛𝑖 при фиксированных 𝜆𝐸 и 𝜆𝑛𝑓 была бы
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указанием на возможное отсутствие экспоненциального подавления вероятно
стей многочастичного рождения. И наоборот, если рассеяние “мало” → “много”
лежит глубоко в классически запрещённой области, это будет указанием на
экспоненциальное подавление вероятности.

Во-вторых, необходимо разработать численный метод на основе квазиклас
сического метода сингулярных решений Д.Т. Шона [20], позволяющий вычис
лять вероятности многочастичного рождения. Необходимо убедиться, что по
строенная численная процедура воспроизводит известные результаты при ма
лых значениях 𝜆𝑛.

В-третьих, при помощи разработанного численного метода необходимо по
лучить вероятности многочастичного рождения в широких диапазонах пара
метров 𝜆𝑛 и 𝜀, выяснить поведение вероятности в пределе больших 𝜆𝑛, а также
изучить свойства квазиклассических решений.

Научная новизна.
Все результаты, полученные в настоящей работе, являются новыми.
Проведенное численное моделирование процессов рассеяния классических

волновых пакетов в теории 𝜆𝜑4 впервые позволило получить границы класси
чески разрешённой области многочастичного рассеяния, а также найти клас
сические полевые конфигурации, соответствующие максимальному изменению
числа частиц. В результате данного исследования было впервые показано, что в
этой теории процессы многочастичного рождения лежат глубоко в классически
запрещённой области.

Впервые разработан численный алгоритм, реализующий квазиклассиче
ский метод сингулярных решений Д.Т. Шона для нахождения экспоненты по
давления вероятности процессов многочастичного рождения. Разработанный
численный метод позволил впервые надежно получить вероятности многоча
стичного рождения для ранее не изученного широкого интервала по 𝜆𝑛 ≳ 1 и
набора 𝜀 от 0.35𝑚 до 5𝑚 (𝑚 — масса скалярного бозона), в том числе были по
лучены результаты в пределе 𝜆𝑛 → +∞. Было непосредственно продемонстри
ровано экспоненциальное подавление вероятностей многочастичного рождения
в теории 𝜆𝜑4 с ненарушенной Z2 симметрией.

Теоретическая и практическая значимость.
Результаты исследования классического рассеяния волновых пакетов в тео

рии 𝜆𝜑4 продемонстрировали, что процессы многочастичного рождения (“ма
ло” → “много”) лежат глубоко в классически запрещённой области. Предложен
ная численная процедура может быть использована для установления границы
классически разрешённой области многочастичного рассеяния в других моде
лях.

Численная реализация квазиклассического метода сингулярных решений
Д.Т. Шона служит мощным инструментом для исследования многочастичных
процессов. Она позволяет получать вероятности этих процессов для значений
𝜆𝑛 ≳ 1 недоступных аналитическому описанию. Полученные с помощью этого
метода результаты продемонстрировали экспоненциальное подавление вероят
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ности многочастичного рождения в скалярной теории 𝜆𝜑4 с ненарушенной Z2

симметрией. Также удалось найти поведение вероятности в пределе 𝜆𝑛 → +∞.
Разработанная численная реализация метода Д.Т. Шона может быть примене
на для изучения многочастичного рождения в других бозонных теориях и, в
частности, в интересном случае теории 𝜆𝜑4 с нарушенной Z2 симметрией, моде
лирующей самодействие поля бозона Хиггса Стандартной Модели.

Методология и методы исследования. При исследовании рассеяния
классических волновых пакетов в теории с потенциалом 𝜆𝜑4 использовались
стандартные численные методы решения уравнения поля: преобразование Фу
рье по пространственным переменным и метод Булирша-Штоера для решения
оставшегося обыкновенного дифференциального уравнения по времени [35].
Численный поиск минимума начального числа частиц при фиксированном ко
нечном осуществлялся при помощи стохастического варьирования полевой кон
фигурации и метода имитации отжига [35—37] для отбора нужных конфигура
ций после варьирования.

При разработке численной реализации квазиклассического метода сингу
лярных решений Д.Т. Шона использовались аналитические свойства сингуляр
ных решений и метод Ньютона-Рафсона [35] для решения возникающей в этом
методе граничной задачи на поле. Для ускорения вычислений использовались
мощности видеокарт при помощи CUDA [38]. Физические результаты восста
навливались взятием сингулярного предела в соответствии с тем, как это про
исходит в методе Д.Т. Шона.

Положения, выносимые на защиту:

1. Проведено численное моделирование процессов классического рассеяния
волновых пакетов в теории с потенциалом 𝜆𝜑4 и ненарушенной Z2 симмет
рией. Соответствующие классические решения характеризуются энергией
𝐸, а также начальным 𝑛𝑖 и конечным 𝑛𝑓 числами частиц. Разработан алго
ритм численного нахождения классически разрешённой области простран
ства параметров 𝐸, 𝑛𝑖 и 𝑛𝑓 , найдена её граница для ряда значений началь
ного числа частиц 𝑛𝑖 и изучены свойства классических решений вблизи
этой границы. Численно продемонстрировано существование нетривиаль
ного минимального начального числа частиц 𝑛𝑖 при фиксированных 𝐸 и
𝑛𝑓 , причём 𝑛𝑖 ∼ 𝑛𝑓 , что указывает на экспоненциальное подавление про
цессов многочастичного рождения в столкновениях малого числа частиц.

2. Разработан и реализован численный алгоритм, позволяющий находить ве
роятности многочастичного рождения для произвольных энергии и числа
частиц конечного состояния с помощью квазиклассического метода син
гулярных решений Д.Т. Шона в скалярных теориях поля.

3. Вычислена экспонента подавления вероятности многочастичного рожде
ния в теории с потенциалом 𝜆𝜑4 и ненарушенной Z2 симметрией для числа
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частиц в конечном состоянии 𝑛 ≳ 𝜆−1. Показано, что процессы многоча
стичного рождения в этой теории остаются экспоненциально подавленны
ми при произвольно больших 𝑛 и фиксированной средней кинетической
энергии на частицу. Численно получена асимптотика экспоненты подав
ления при 𝜆𝑛 → +∞ .

Степень достоверности и апробация результатов. Достоверность по
лученных результатов обоснована использованием стандартных численных ме
тодов и методов теории поля, а также их сравнением с уже известными резуль
татами.

Публикации [1—3], подготовленные по результатам, полученным в насто
ящей диссертационном исследовании, были опубликованы в международных
изданиях, где прошли процедуру рецензирования.

Результаты работы докладывались на следующих российских и междуна
родных семинарах и конференциях:

1. Международная конференция-конкурс молодых физиков, ФИАН, Москва.
5 марта 2018 г.

2. Физика элементарных частиц и космология 2018, ФИАН, Москва. 9 – 10
апреля 2018 г.

3. 61-ая Всероссийская научная конференция МФТИ, МФТИ, Долгопруд
ный. 19 - 25 ноября 2018 г.

4. 43rd IMPRS Workshop, Общество Макса Планка, Мюнхен. 20 марта 2019
г.

5. Young scientists forum of Moscow International School of Physics 2020, Воро
ново. 3-9 марта 2020 г.

6. 63-я Всероссийская научная конференция МФТИ, Google Meet. 23-29 но
ября 2020 г.

7. X Межинститутская молодежная конференция Физика элементарных ча
стиц и космология 2021, Zoom. 20 апреля 2021 г.

8. International Conference on Quantum Field Theory, High-Energy Physics, and
Cosmology, ОИЯИ, Дубна. 18-21 июля 2022 г.

Также по материалам диссертации были сделаны доклады на научных семи
нарах в Институте ядерных исследований РАН, Университете Южной Каро
лины, Московском физико-техническом институте и в Институте теоретиче
ской и математической физики Московского государственного университета им.
М.В.Ломоносова.
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Публикации. По итогам исследования были опубликованы работы [1—
3] в международных рецензируемых изданиях, рекомендованных ВАК. Также
были опубликованы труды конференций

• Demidov S. V., Farkhtdinov B. R. Constraints on multiparticle production in
scalar field theory from classical simulations // EPJ Web Conf. / под ред. V.
E. Volkova [и др.]. — 2018. — Т. 191. — С. 02021.

• Демидов С.В., Фархтдинов Б.Р. Многочастичное рождение в теории ска
лярного поля // Физическое образование в вузах. — 2018. — Т.24 —
C.109-110.

• Фархтдинов Б.Р. Многочастичное рождение в теории скалярного поля //
Проблемы современной физики-2016. Труды 59-й научной конференции
МФТИ. — 2016. — С.136-138.

Личный вклад автора. Все результаты, представленные в диссертации,
получены лично автором либо при его непосредственном участии.

Структура и объём диссертации. Объём текста составляет 118 стра
ниц, включает в себя 32 рисунка. В списке литературы 76 наименований.

Содержание работы

Во Введении обосновывается актуальность исследования процессов мно
гочастичного рождения в квантовой теории поля и степень разработанности
этой темы, формулируются цели и задачи проведённых исследований, аргумен
тируется их научная новизна, указывается практическая значимость получен
ных результатов, описывается используемая методология. В разделе представ
ляются выносимые на защиту научные положения, сведения об апробации ра
боты, публикациях по теме диссертации, личном вкладе автора, структуре и
объёме диссертации.

В первой главе диссертации процессы многочастичного рождения в тео
рии скалярного поля с действием (1) изучаются методами классической теории
поля. Для этого мы рассматриваем классический аналог многочастичного рассе
яния 𝑛𝑖 → 𝑛𝑓 — рассеяние волновых пакетов, которое описывается решениями
классического уравнения движения. При условии, что эти решения линеаризу
ются при 𝑡 → ±∞, соответствующие начальные и конечные полевые конфи
гурации могут быть сопоставлены когерентным состояниям квантовой теории,
имеющим средние значения энергии 𝐸 и числа частиц 𝑛𝑖 и 𝑛𝑓 . Процессы, ко
торые описываются такими решениями, составляют классически разрешённую
область в пространстве (𝐸, 𝑛𝑖, 𝑛𝑓), и их вероятности не являются экспоненци
ально подавленными. Для некоторых фиксированных значений энергии 𝐸* и ко
нечного числа частиц 𝑛𝑓 можно попытаться минимизировать начальное число
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частиц 𝑛𝑖, оставаясь в классически разрешённой области. Если минимум дохо
дит до области 𝑛𝑖 ≪ 𝜆−1 при какой-то энергии, то ожидается, что вероятности
процессов при энергиях выше неё не будут экспоненциально подавлены [21].
Напротив, существование нетривиального минимума при больших значениях
𝑛min
𝑖 ∼ 𝜆−1 будет аргументом в пользу экспоненциального подавления процес

сов рассеяния 𝑛𝑖 → 𝑛𝑓 для 𝑛𝑖 < 𝑛min
𝑖 , в том числе и процессов многочастичного

рождения.
Первая глава посвящена поиску классических решений в теории с дей

ствием (1), описывающих рассеяние волн с максимальным изменением числа
частиц. Для получения классически разрешённой области в пространстве па
раметров (𝐸, 𝑛𝑖, 𝑛𝑓) используется оптимизация начальной полевой конфигура
ции с помощью метода стохастического варьирования и метода имитации от
жига [35—37]. Мы ограничиваемся рассмотрением сферически симметричных
полевых конфигураций. В силу предположения об универсальности ожидается,
что экспонента подавления вероятности многочастичного рождения не зависит
от конкретного вида начального состояния при 𝑛𝑖 ≪ 𝜆−1. Поэтому ожидается,
что вывод об экспоненциальном подавлении многочастичного рождения можно
сделать на основании рассмотрения рассеяния сферически симметричных вол
новых пакетов. С другой стороны, сферическая редукция сводит изначальную
(3+1)-мерную задачу к (1+1)-мерной, в которой из переменных остаются толь
ко время 𝑡 и радиальная координата 𝑟, что существенно упрощает вычисления.
Также оказалось удобнее фиксировать не конечное число частиц 𝑛𝑓 , а началь
ное 𝑛𝑖 и искать минимум значений 𝑛𝑓 . Этот подход эквивалентен фиксации
конечного числа частиц и поиску минимума для начального в силу того, что
классическое уравнение поля инвариантно относительно отражения времени
𝑡 → −𝑡. Таким образом, если существует классическое решение, описывающее
рассеяние 𝑛𝑖 → 𝑛𝑓 , всегда можно построить второе решение, соответствующее
𝑛𝑓 → 𝑛𝑖, эволюционируя первое решение обратно во времени.

Раздел 1.1 содержит вводную часть.
В Разделе 1.2 обсуждается постановка задачи рассеяния сферически сим

метричных волновых пакетов в теории с действием (1). В нём описывается ме
тод решения получаемого уравнения поля, а также вводятся величины �̃� и �̃� ,
в терминах которых представляются результаты текущей главы

�̃� =
𝜆𝐸

4𝜋
, �̃�𝑖,𝑓 =

𝜆𝑛𝑖,𝑓
4𝜋

. (12)

В Разделе 1.3 описывается численный алгоритм поиска классически раз
решённой области процессов рассеяния волновых пакетов в теории (1) на основе
стохастической выборки вместе с методом имитации отжига [35—37] для поиска
начальных полевых конфигураций, приводящих к максимальному изменению
числа частиц при рассеянии.

Метод сводится к созданию ансамбля классических решений, уравнения
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поля, имеющих фиксированное начальное число частиц, причём каждое реше
ние входит в ансамбль с вероятностью

𝑝 ∝ e−ℱ , (13)

где функционал в экспоненте выбирается в виде

ℱ = 𝛽
(︁
�̃�𝑓 + 𝜉(�̃� − �̃�*)

2
)︁
. (14)

Если взять достаточно большие положительные числа 𝛽 и 𝜉, в ансамбле наибо
лее вероятными будут решения с наименьшим ℱ , то есть решения с наимень
шим возможным �̃�𝑓 и с энергией, близкой к �̃�*. Для получения ансамбля ре
шений с наибольшими значениями �̃�𝑓 и энергией, близкой к �̃�*, оба параметра
𝛽, 𝜉 должны быть выбраны отрицательными. Различные решения получаются
путём стохастического варьирования начальной конфигурации, находящейся в
линейном режиме, по её амплитудам разложения в ряд Фурье по пространствен
ной переменной 𝑟.

В Разделе 1.4 представлены численные результаты, полученные при изу
чении классического рассеяния волновых пакетов в теории (1). Были найдены
классически разрешённые области процессов многочастичного рассеяния в про
странстве (�̃�, �̃�𝑓) для нескольких значений �̃�𝑖 = 0.1, 1, 10, 30. При этом ис
пользовались следующие значения �̃�*/�̃�𝑖

�̃�*

�̃�𝑖

= 1.5, 2, . . . , 9.5, 10, 11, . . . , 14, 15. (15)

В результате был получен дискретный набор �̃�min
𝑓 (�̃�) и �̃�max

𝑓 (�̃�), по которому
восстанавливалась форма классически разрешённой области. Изменение числа
частиц зависит от числа частиц в начальном состоянии и от энергии. С ростом
обоих параметров максимальное изменение числа частиц увеличивается. При
�̃�𝑖 = 0.1 наблюдается самое слабое относительное изменение числа частиц —
около 0.33%, при �̃�𝑖 = 1 изменение не превосходит 12%, при �̃�𝑖 = 10 оно со
ставляет примерно 20%, при �̃�𝑖 = 30 оно не превосходит 22%. Все эти области
изображены на Рис. 1. Видно, что процессы многочастичного рождения, соот
ветствующие �̃�𝑓/�̃�𝑖 ≪ 1 (используется симметрия 𝑡 → −𝑡) лежат глубоко в
классически запрещённой области.

В разделе также были описаны свойства начальных и конечных конфигу
раций классических решений, приводивших к максимальному изменению чис
ла частиц за процесс рассеяния. Все они состояли из одного или нескольких
цугов волн, имеющих “жёсткую” часть, содержащую острый пик, и примыкаю
щую к нему мягкую осциллирующую часть. При этом с ростом числа частиц в
начальном состоянии число этих цугов в начальной и конечной конфигураци
ях решений, относящихся к границе классически разрешённой области, растёт.
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Рис. 1. Область классически разрешённых процессов рассеяния в плоскости (�̃�/�̃�𝑖, �̃�𝑓/�̃�𝑖)

для различных �̃�𝑖.

При �̃�𝑖 = 10 и 30 число цугов у полученных решений также увеличивается при
росте энергии. Также в разделе была описана зависимость полученных клас
сически разрешённых областей от параметров решётки и прочих параметров
численного метода. На основе этих данных были сформулированы критерии,
по которым решалось, что граница классически разрешённой области найдена
с приемлемой численной точностью.

В Раздел 1.5 помещены выводы к главе.
Результаты первой главы опубликованы в работе [1].
Вторая глава посвящена численной реализации квазиклассического ме

тода сингулярных решений Д.Т. Шона [20], который позволяет вычислить веро
ятности многочастичного рождения, когда число частиц 𝑛 в конечном состоя
нии велико. В диссертации этот метод применяется для теории действительного
скалярного поля с действием (1). Вычисляемой величиной в этом методе явля
ется инклюзивная вероятность многочастичного рождения, то есть вероятность
перехода из состояния с малым числом частиц в любое из состояний с числом
частиц 𝑛 ≫ 1 и энергией 𝐸. Эта вероятность определяется следующим выра
жением (англ. few — мало)

𝒫few→𝑛 (𝐸) ≡
∑︁
𝑓

|⟨𝑓 ;𝐸, 𝑛|𝒮 �̂�|0⟩|2 , (16)

где �̂� — некоторый оператор, рождающий начальное состояние, 𝒮 — S-матри
ца, а суммирование производится по всем конечным состояниям с энергией 𝐸
и множественностью 𝑛 ≫ 1.

В методе Д.Т. Шона [20] вероятность (16), записанная в форме интеграла
по траекториям, вычисляется методом перевала. В главном квазиклассическом
приближении ответ записывается в экспоненциальном виде

𝒫few→𝑛 (𝐸) ∝ e𝐹�̂�(𝜆𝑛, 𝜀)/𝜆 , (17)

где 𝐹�̂�(𝜆𝑛, 𝜀) — экспонента подавления вероятности, 𝜀 = 𝐸/𝑛 − 𝑚, а несуще
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ственные для настоящего исследования предэкспоненциальные факторы опуще
ны.

Важнейшим предположением для метода Д.Т. Шона является гипотеза об
универсальности: если оператор �̂� при действии на вакуумное состояние в (16)
рождает квазиклассически малое число частиц ≪ 𝜆−1, то 𝐹�̂�(𝜆𝑛, 𝜀) ≡ 𝐹 (𝜆𝑛, 𝜀)

независимо от вида оператора �̂�, т.е. совпадает с экспонентой подавления веро
ятности многочастичного рождения (10). Квазиклассическое вычисление экспо
ненты подавления сводится [20] к нахождению некоторого комплекснозначного
решения классического уравнения поля с граничными условиями, зависящими
от 𝜆𝑛 и 𝜀. В интересующем нас пределе квазиклассически малого (≪ 𝜆−1) числа
частиц в начальном состоянии эти решения оказываются сингулярными.

Несмотря на то, что этот подход является достаточно общим, ранее он был
успешно применён только в режиме 𝜆𝑛 ≪ 1, когда квазиклассические конфигу
рации могут быть получены аналитически при малых 𝜀 [20; 23], либо близость
решений к более простым конфигурациям с дополнительными симметриями
упрощает их численный поиск [24; 25]. В этой главе описан разработанный ал
горитм численного нахождения экспоненты подавления многочастичного рож
дения для произвольных 𝜆𝑛 и 𝜀.

Раздел 2.1 содержит введение к главе.
В Разделе 2.2 описывается метод сингулярных решений [20]. А именно,

вводится используемый в методе оператор �̂�, задающий начальное состояние,
в виде

�̂� = exp

{︂
−1

𝜆

∫︁
𝑑3𝑥 𝐽(𝑥)𝜑(0, 𝑥)

}︂
, (18)

где используется классический источник 𝐽(𝑥), действующий в точке 𝑡 = 0.
При таком выборе оператора предел 𝐽 → 0 соответствует малому числу частиц
в начальном состоянии, а экспонента вероятности многочастичного рождения
𝐹 (𝜆𝑛, 𝜀) вычисляется путём предельного перехода

𝐹 (𝜆𝑛, 𝜀) = lim
𝐽→0

𝐹𝐽(𝜆𝑛, 𝜀) (19)

в силу её универсальности. Также в разделе выводится граничная задача для
классического уравнения поля с источником 𝐽 , комплексное решение 𝜑cl кото
рого позволяет вычислить экспоненту вероятности многочастичного рождения
𝐹𝐽(𝜆𝑛, 𝜀) при ненулевом 𝐽(𝑥). Граничные условия учитывают фиксацию чис
ла частиц и энергии конечного состояния. Приводится формула вычисления
𝐹𝐽(𝜆𝑛, 𝜀) при помощи 𝜑cl и его параметров. Обсуждается предел (19) и его
особенности.

В Разделе 2.3 описывается поведение решений вблизи их сингулярно
стей. В этом случае решение можно представить в виде ряда по степеням рас
стояния до сингулярности с коэффициентами либо совсем не зависящими от
него, либо зависящими слабо (логарифмически). В литературе такой ряд изве

15



стен как логарифмический Ψ-ряд [39]. Приводятся выражения для коэффициен
тов Ψ-ряда в рассматриваемой теории. Обсуждаются коэффициенты, которые
отвечают за произвол в общем решении уравнения вблизи сингулярности.

В Разделе 2.4 описываются свойства квазиклассических решений 𝜑cl

вблизи “главной” сингулярности при 𝑡 = 0, где расположен источник. Выво
дится зависимость коэффициентов Ψ ряда от параметров источника. Это поз
воляет вывести зависимость самого решения 𝜑cl от параметров источника, что
используется при численной реализации метода и взятии предела (19).

В Разделе 2.5 описывается численная реализация граничной задачи на
пространственно-временной решётке. А именно, она записывается в виде систе
мы нелинейных алгебраических уравнений на значения поля в узлах решётки.
Система уравнений решается методом Ньютона-Рафсона [35].

В Разделе 2.6 выводится решение, используемое в качестве первого при
ближения в методе Ньютона-Рафсона, а также приводятся детали численного
взятия предела 𝐽 → 0 с использованием информации, описанной в Разделе 2.4.
Также в разделе сделана успешная проверка гипотезы универсальности на чис
ленных данных при помощи взятия предела 𝐽 → 0 для различных профилей
источника. А именно, мы убедились, что результат взятия предела (19) не зави
сит от конкретного выбора источника 𝐽(𝑥) в пределах численной погрешности.

В Разделе 2.7 приведены выводы к Главе 2.
Результаты второй главы опубликованы в работах [2; 3].
Третья глава посвящена проверке численного метода нахождения веро

ятности многочастичного рождения, который был сформулирован в Главе 2, а
также обсуждению полученных с его помощью новых физических результатов
и их интерпретации.

В Разделе 3.1 находится введение к главе.
В Разделе 3.2 обсуждается проверка разработанного численного метода.

С этой целью было произведено сравнение вероятностей, полученных численно
при 𝜆𝑛 ≪ 1, с известными древесными результатами, которые могут быть по
лучены аналитически при 𝜀 ≪ 𝑚 и численно при 𝜀 ≳ 𝑚. Квазиклассическая
экспонента 𝐹 на древесном уровне имеет следующий вид [20],

𝐹 = 𝜆𝑛 ln

(︂
𝜆𝑛

16

)︂
− 𝜆𝑛+ 𝜆𝑛 𝑓(𝜀) +𝑂(𝜆𝑛)2 , (20)

где 𝑓(𝜀) — некоторая функция. Петлевые поправки к экспоненте имеют поря
док 𝑂(𝜆𝑛)2. При малых 𝜀/𝑚, т.е. вблизи порога, экспонента может быть вы
числена путём суммирования диаграмм [6; 9; 13; 14]. Пертурбативный ответ
в однопетлевом приближении успешно воспроизводится методом сингулярных
решений [20]. Разработанный численный метод тоже воспроизводит этот ответ.
Также было проведено сравнение с результатами, полученными в других ра
ботах на основе метода Д.Т. Шона [20]: с поправкой к экспоненте подавления
порядка 𝑂(𝜀2) [23] и численными результатами при 𝜀 ≳ 𝑚 [24; 25]. В работе [24]
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Рис. 2. (a) Экспонента 𝐹 (𝜆𝑛, 𝜀) вероятности многочастичного рождения в модели (1) при
𝜀 = 3𝑚. Численные данные (круги) интерполируют между древесным результатом при
𝜆𝑛 ≪ 1 (пунктирная линия и уравнение (20)) и линейной асимптотикой (21) при 𝜆𝑛 ≫ 1

(сплошная линия). (b) Экспонента подавления 𝐹 как функция от 𝜆𝑛 при фиксированном
𝜀. Точки соответствуют численным данным, линии соответствуют интерполяциям функци
ей (22). Численные ошибки на обоих рисунках меньше размеров точек.

использовался анзац 𝑂(4) симметричной поверхности сингулярности седлового
решения 𝜑cl, аналитически продолженного в евклидово время. В работе [25] бы
ли учтены поправки, связанные с отклонением от 𝑂(4) симметрии. Полученные
нами численные результаты согласуются со всеми перечисленными выше.

В Разделе 3.3 обсуждаются результаты, полученные при 𝑛 ≳ 𝜆−1 и про
извольных 𝜀.

Описываются свойства седловых решений 𝜑cl и демонстрируется, что они
совпадают с предсказаниями в рамках метода [20] и анализа из Главы 2. В част
ности проверяется поведение решения вблизи сингулярности. Также описыва
ются свойства решений при больших значениях 𝜆𝑛. В частности, продемонстри
рован скейлинг спектра свободных волн в конечном состоянии, который наблю
дается при всех рассмотренных значениях 𝜀, а также то, насколько свойства
численных решений согласуются с предположениями, которые используются в
работах [26; 27] в контексте гипотезы о “Хиггсовском взрыве”. Оказалось, что
полученные решения согласуются с используемым в тех работах тонкостенным
приближением, однако поведение решений в плоскости комплексного времени
отличается от того, что предполагалось при выводе “Хиггсовского взрыва”. А
именно, оно согласуется с поведением, которое было найдено при разложении
решения в логарифмический Ψ-ряд вблизи сингулярности.

Далее в разделе рассматриваются экспоненты вероятности многочастично
го рождения для очень большого числа частиц в конечном состоянии 𝑛 ≫ 𝜆−1.
Оказывается, что полученные в этом пределе данные очень хорошо описывают
ся линейной по 𝜆𝑛 зависимостью

𝐹 → 𝜆𝑛𝑓∞(𝜀) + 𝑔∞(𝜀) или 𝒫𝑛 → e𝑛𝑓∞(𝜀)+𝑔∞(𝜀)/𝜆 при 𝜆𝑛 → +∞ , (21)
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где 𝑓∞(𝜀) и 𝑔∞(𝜀) отрицательные функции. Это поведение проиллюстрировано
на Рис. 2a. В силу того, что при малых 𝜆𝑛 экспонента подавления описывается
древесным ответом (20), удобно использовать интерполирующую формулу

𝐹 ≈ 𝜆𝑛𝑓∞(𝜀)− 𝜆𝑛

2
ln

[︃(︂
16

𝜆𝑛

)︂2

e2−2𝑓(𝜀)+2𝑓∞(𝜀) − 2𝑔∞(𝜀)

𝜆𝑛
+ 1

]︃
(22)

для нахождения значений 𝑓∞(𝜀) и 𝑔∞(𝜀). Здесь функция 𝑓(𝜀) та же, что фи
гурирует в выражении (20). Интерполяционная формула (22) имеет два сво
бодных параметра — столько же, сколько имеет простая линейная функция,
однако (22) может использовать гораздо больше точек, чем простой линейный
фит при 𝜆𝑛 ≫ 1. Это повышает точность полученных результатов. На Рис. 2b
точками изображены численно полученные экспоненты 𝐹 при различных фик
сированных значениях 𝜀, как функции от 𝜆𝑛. Сплошными линиями изображе
ны фиты численных данных функцией (22). Видно, что они хорошо описывают
данные.

Далее в этом разделе приведён анализ функции 𝑓∞(𝜀), полученной из вы
ражения (21). При малых 𝜀/𝑚 значение 𝑓∞(𝜀), что согласуется с зависимостью
от 𝜀 у нерелятивистского фазового объёма при приближении к порогу (см. так
же (4)), а при больших — стремится к константе. Такое поведение приближённо
описывается следующей двухпараметрической интерполирующей функцией

𝑓∞(𝜀) ≈ −3

4
ln
[︀
(𝑑1𝑚/𝜀)2 + 𝑑2

]︀
, 𝑑𝑖 ≈ {10.7, 30.7} . (23)

Численные данные (круги с интервалами численных ошибок) вместе с графи
ком функции (23) (сплошная линия) изображены на Рис. 3. Из этой функции
было найдено значение минимального по модулю наклона, который достигает
ся в ультрарелятивистском пределе и равен 𝑓∞ → −2.57 ± 0.06. Полученные
результаты указывают на экспоненциальное подавление вероятностей многоча
стичного рождения в теории (1) при всех значениях 𝜆𝑛 и 𝜀.
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Также в этом разделе проводится анализ нерелятивистского и ультраре
лятивистского пределов. При малых 𝜀/𝑚 вероятность многочастичного рожде
ния можно оценить, как произведение квадрата модуля пороговой амплитуды
на фазовый объём частиц конечного состояния аналогично (4). Используя этот
факт, было найдено значение модуля амплитуды многочастичного рождения
на пороге при помощи экстраполяции численных данных в 𝜀/𝑚 → 0. Также
был проведён анализ предела 𝜀/𝑚 ≫ 1, который указал на то, что в этом пре
деле можно находить вероятности многочастичного рождения, рассматривая
безмассовую теорию.

В Разделе 3.4 представлены выводы к главе, а также обсуждение по
лученных результатов. В частности, обсуждается совместность полученных ре
зультатов с предположениями, лежащими в основе квазиклассического описа
ния многочастичного рождения, интерпретация полученных инклюзивных веро
ятностей и амплитуд, а также правдоподобность сценария “Хиггсовского взры
ва” в контексте полученных численных данных.

Результаты третьей главы опубликованы в работах [2; 3].
В Заключении приведены основные результаты проведённых исследова

ний.
В Приложении А приведены детали численного нахождения решения

седловых уравнений, возникающих в методе сингулярных решений Д.Т. Шо
на [20].
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